I. megoldas. Alkalmazzunk teljes indukciot az élszam és a csicsszam Osszegére, n-re. Két csucsu ilyen graf nincs;
harom cstcsu egy van, a haromszog, és arra nyilvan igaz az allitds. Ekkor n = 6, és ez az egyetlen ilyen graf. Az abran
lathato az Osszes graf n = 6, 8, 9 és 10 esetén (n = 7-re nincs megfelels graf). Ezen grafok mindegyik cstucsa megfelels
csucs.

Legyen n > 10 és tegyiik fel, hogy az allitas k < n esetén igaz. Két esetet kiilonboztetiink meg.

1) A G grafban van pontosan 2-foka cstics. Hagyjuk el ezt a csticsot a grafbol a beldle indulo két éllel egyiitt.
Ha két szomszédjat még nem koti Ossze él, akkor huzzuk be azt. Ekkor a megmaradt grafban n értéke 2-vel vagy
3-mal csokken, és igy az indukcié szerint igaz ra az allitas. Ha egy kor valamely éle az esetleg Gjonnan megjelend él,
akkor vegyiik az elhagyott csticsot a hozza tartozé 2 éllel, igy Gjra kort kapunk; a tobbi kor esetén pedig nincs sziikség
valtoztatasra.

2) Minden cstcs foka legalabb 3. Ekkor barmely él elhagyasaval egyrészt n értéke csbkken 1-gyel, méasrészt a
megmaradt grafban is minden fokszam legaldbb 2, tehat van benne megfelels csics. Nem mindegy, hogy melyik élt
hagyjuk el: csak olyat hagyhatunk el, amelyik egy kéron fekszik. (Mivel a grafban minden cstcs foka legalabb 2, igy
biztosan van benne kor.) Tekintsiik a megmaradt grafban az indukcioé szerint létezs csucsot. Ha ez a csucs az elhagyott
él egyik végpontjaval sem esik egybe, akkor annak visszavétele utdn is jo lesz a keresett tulajdonsagu cstcsnak. Ha
pedig ezen él valamelyik végpontja, akkor az él visszavétele utan erre az élre is teljesiilni fog, hogy benne van egy
korben — éppen ezért nem valasztottuk tetszGlegesen az elhagyott élt.

Az allitas tehat mindkét esetben igaz n = k-ra.

II. megoldas. Legyen a grafban taldlhato leghosszabb ut L, ennek egyik végpontja pedig A. Egy él mar biztosan
kiindul A-bol, ennek masik végpontjat jelolje B. Mivel a grafban minden cstcs fokszama legalabb 2, azért A-bol legalabb
még egy tovabbi él kiindul. Egy ilyen él nem lehet hurokél, mert G egyszert graf. Az él A-t6l kiilonbozd végpontja
L-ben kell hogy legyen, ellenkezs esetben ugyanis lenne L-nél hosszabb ut a grafban. Legyen ez a végpont C. Az L-nek
az A és C csticsot Osszekots része (ami szintén at, és tartalmazza B-t) és az A—C' él kort alkotnak. Ez barmely A-bol
indulé, AB-t6] kiilonboz6 élre elmondhato. Az AB él pedig az Osszes ilyen korben benne van. Igy minden A-bél indul6
él benne lesz egy korben. Tehat az A cstucs megfelels.

II1. megoldas. Végtelen grafra az allitas nem igaz, hiszen példaul egy egyenes mentén elhelyezett, végtelen csicsi
grafban, melyben a szomszédos csicsokat koti 6ssze él, nincs kor.

Tegyiik f6l, hogy a graf véges, és nem igaz ra az allitas, azaz minden csticsahoz van belGle kiindulé olyan él, amely
nincs benne egy korben sem. Az ilyen élt a tovabbiakban nevezziik rossz élnek.

Mivel a graf minden csicsanak legalabb 2 a fokszama, biztosan tartalmaz kort.

Tekintsiink G-ben egy K kort. Ennek minden csiicsabdl kiindul egy rossz él, ami igy nincs benne Kj-ben. Vegyiik
a kor valamely Cp csticsat, s az ebbdl kiindulo rossz él masik végpontjat véve masodik csticsnak, induljunk el Cy-bsl
a rossz él iranyaban. Ennek az élnek a méasik végpontja legyen Cs. Legyen egy lépés az, hogy egy C; cstucsbdl (i > 2)
a Cjq1 cstucsba lépiink gy, hogy Ciy1 # C;—1, valamint a C; és a C;41 csicsot él koti dssze. (A tovabblépés mindig
lehetséges, mert C; fokszama legalabb 2.) Addig menjiink, amig vissza nem ériink egy olyan csucsba, ahol mar jartunk
(ez biztosan bekovetkezik, mert G véges). Ekkor sohasem juthatunk el a K7 kor valamelyik csicséba, mert ekkor onnan
C1-be is eljuthatnank, s ezaltal a kiindulo rossz ¢l benne lenne egy kérben, ami ellentmondas. Igy a visszacsatlakozasig
bejartunk egy K;-t6l diszjunkt Ko kort. Ezutan altaldban a K; kornek (i > 2) vegyiik egy attol a csicstol kiilonbo6z6
csucsét, melynél beérkeztiink a K; korbe, majd egy ebbdl kiindulé rossz élt, s ezen induljunk el a fenti médszer szerint.
Kapunk egy K;-t6l diszjunkt K; 1 kort. Ez minden K (j < ¢) kort6l is diszjunkt, mert ezek egy csticsaba se juthattunk
el a K; korbdl, hiszen ekkor ezekbdl a K; korbe is visszajuthatnank, ezzel egy rossz élt egy korbe foglalva, ami nem
lehetséges. Igy pedig végtelen sok diszjunkt kornek kellene lennie G-ben, ami nem lehetséges, hiszen G véges.

Ezzel ellentmondasra jutottunk, tehat a feladat allitasat bebizonyitottuk.



