I. megoldas. Az n cstcsa grafban jeloljiik az ugréiskoldhoz tartozd pontokat Pi, Ps, . . ., Pe-val, az egyéb csucsokat
pedig Qk+1, - ..,Qp-nel, ahol minden ¢ = 1,2,..., k-ra a P; cstucs fokszama i.

A graf egyszert, ezért nem lehet benne hurokél és t6bbszoros él. Konnyen belathato, hogy n = 1,2, 3,4, 5 esetben
az ugroéiskolanak rendre 0, 1, 2, 2, 3 csiicsa lehet. Ezeket az eseteket az 1. dbra mutatja be.

P P P P PP
P 7 —+o
[ .1—. Q5 P
Q1 Q2 —o 3
Q3 Q4 Q3 of
1. dbra

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy n > 6 (n € NT) esetén a feladat feltételeinek megfelelGen egy n cstcst grafban
legfeljebb n — 3 csicsu ugroéiskola alakithato ki.

A Py, Ps,..., P, ugroiskola specidlisan egy ut, ezért él koti Ossze a Py Py, PoPs, ..., P;_1 P, pontparokat. ElGszor
azt latjuk be, hogy a grafban k < n — 2:

Az ugroiskolaban P; csak Ps-vel, P, pedig csak a P, és P3 cstcsokkal van osszekotve. Igy, n — 2 > 4 miatt, ha
létezne P,,_o, akkor sem Pj-gyel, sem Ps-vel, sem pedig onmagaval nem lehetne 6sszekdtve, igy fokszama legfeljebb
n — 3, azaz (n — 2)-nél kevesebb lenne, ami ellentmondés.

Ezutan megadunk egy olyan n cstcst grafot, amelyben létezik n — 3 csicsponti ugroiskola. Ehhez az alabbi élek
berajzolasa sziikséges:

e a P pontot csak Ps-vel kotjiik Ossze (fokszama 1);
e a P; pontot csak Pj-gyel és Ps-mal kotjiik Ossze (fokszama 2).
Ezutan az ugroéiskola utolsé pontjatol visszafelé haladva:
e a P,_5 pontot Py, Py és P,_3 kivételével minden ponttal 6sszekotjitk (fokszama n — 3);
e a P,_4 pontot Py, Ps, Ps és P,_4 kivételével minden ponttal 6sszekotjiik (fokszama n — 4) stb.;
o ...

e paros n esetén: n = 2[, a P, pontot a Py, Py1, ..., Poy—3 = P,_3, Qo1—2, Q2;—1 pontokkal kotjiik Ossze
(fokszama [);

paratlan n esetén: n = 2l + 1, a P, pontot a P_1, P41, ..., Poy—a = P,_3, Q2,—1 pontokkal kotjiik Ossze
(fokszama ).

igy a Ps pont Py, Py, P,_s-mal lesz Gsszekotve, és fokszama 3 lesz. A P, pont Ps, Ps, P,_3, Ph_4-gyel lesz
Osszekotve, és fokszama 4 lesz, és igy tovabb haladva az index ndvekedésével egyesével né a pontok fokszama is:

e paros n esetén: n = 2l, a F_; pontot a P_o, P11, P42, ..., Pyy—3 = P,_3, Q2—2, pontokkal kotjiik dssze
(fokszama [ — 1);

e paratlan n esetén: n = 2l + 1, a P_; pontot a P_a, P11, Piyo, ..., Pyy_o = P,_3 pontokkal kotjiik Gssze
(fokszama | — 1).

A 2. dbra n = 12 esetén mutatja be az elkésziilt grafot.
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Eredményeinket Gsszefoglalva:
n=1,2,3,4,5esetén k = 0,1,2,2,3, n > 6 esetén pedig legfeljebb n — 3 csicst ugroéiskola létezhet a feladat
feltételeinek megfelelen az n cstcspontd egyszerd grafban.

II. megoldas. Konnyen belathato, hogy n = 1,2,3,4,5,6,7 esetben az ugréiskolanak rendre legfeljebb k =
0,1,2,2,3,3,4 cstcsa lehet. Sejtésiink, hogy tovabbi n-ekre k = n — 3. Ezt fogjuk bizonyitani.

Elgszor tegyiik fel, hogy létezik n — 2 csticst ugroéiskola az n cstcsu gratban. Ekkor a P,_o csiicsbol nem mehet él
a Pi-be (hiszen P;-bdl csak 1 él indulhat ki Py-be), nem mehet él a Py-be (hiszen P>-bdl csak két él indul Pi-be és
P;-ba) és nem mehet él 6nmagaba (hiszen a graf egyszert). Tehat csak n — 3 él indulhat bel6le, ami ellentmondas.

Ezért az ugroiskolanak legfeljebb n — 3 cstcsa lehet. Teljes indukciot alkalmazva megmutatjuk, hogy ez mindig
elérhetd.

Az allitds n = 6-ra és n = 7-re igaz.

Tegyiik fel, hogy az allitas (n — 2)-re igaz, a legnagyobb fokszamu cstcs foka n— 5. Ekkor vegyiink fel két 4j pontot.
Az egyik pontot — ez lesz az 0j graf P; pontja — kossiik 0ssze az n — 2 csucsu graf els§ pontjaval; az lesz az aj graf
P, pontja (fokszama 2). A mésik pontot pedig kossiik Gssze az n — 2 csucsu graf Ps, ..., P,_5 pontjaival, valamint a
megmaradt 3 cstcesal (n — 4, n — 3 és n — 2). Ekkor ezen pont fokszama: (n —5) — 1+ 3 = n — 3 lesz, tehat ez lesz az
uj grafban a P,_3 pont. A régi graf Ps, ..., P,_5 pontjainak fokszama eggyel né, ezek lesznek az 4j graf Ps, ..., P,_4
pontjai.

Az igy létrehozott 0j graf Py, ..., P,_3 pontjai a feltételeknek megfelel§ ugréiskolat alkotnak az n cstcsu grafban.

Belattuk, hogy az allitas (n — 2)-r6l n-re 6roklédik, igy a teljes indukcio elvébol kovetkezden n = 6, illetve n = 7
esetekbdl kiindulva minden n-re igaz.



