Megoldas. Jelolje f(n) az 1,2, ..., n szamok kozott felléps kettShatvany kiilonbségek szamat, F'(n) pedig legyen
az n kiilonboz6 egész kozott felleps kettGhatvany killonbségek maximalis szama. Ezzel a feladat allitasa F(n) = f(n)
alakot 6lt, amit n szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Az n = 1 eset trivialis, hisz F/(1) = f(1) = 0.

Tegyiik fel tehat, hogy n < N esetén mar igazoltuk az F(n) = f(n) egyenlGséget. Célunk az F(N) = f(N) bizo-
nyitasa. Legyenek tehat az a; < as < ... < ay egészek olyanok, hogy a bel6liik képezhets kettGhatvany kiillonbségek
szama F'(N), és az ilyen tulajdonsagu sorozatok koziil olyat valasszunk, amire az ay — aq kiilonbség a lehetd legkisebb.

Feltehetd, hogy az a; szamaink kozott van paros. Ha ugyanis minden a; paratlan, akkor az {a; +1: 1 <i < N}
halmazbol a képezhets kettShatvany kiilonbségek szama F(N), és a legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége sem
valtozott. Ha netdn minden a; paros, akkor az egész szamokbol 4116 {a;/2: 1 < i < N} halmazbol is F(N) kettShatvany
kiilonbség képezhets, rdadasul a legnagyobb és legkisebb szam kiilénbsége csdkkent. Mivel az a1, aq, ..., axN sorozatot
gy valasztottuk, hogy ez a kiilonbség minimAlis legyen, az ai,aq,...,axy szdmok kozott bizonyosan van paros és

N
paratlan is. Legyen tehat k a paros és N — k a paratlan a;-k szama, ahol 1 < k < N. Az is feltehets, hogy k < 5

ha ugyanis ez nem igy volna, akkor minden a;-t eggyel megndvelve olyan sorozatot kapnank, amiben kevesebb a paros
szdm mint a pératlan, a kettShatvany kiilonbségek szama F(IN) és a legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége sem
valtozik ettdl.

A sorozatunkban felléps kettShatvany kiilonbségek haromfélék lehetnek. Két paros szam kozott felléps kettGhatvany
kiilonbségbdl az indukcios feltevés szerint legfeljebb f(k) lehet, ami megegyezik a 2,4,...,2k szamok kozott felleps
kettShatvany kiilonbségek szaméaval. Hasonloan, a paratlan a;-k szintén az indukcios feltevés szerint legfeljebb f(N —k)
kettShatvany kiilonbséget hataroznak meg, és ez éppen az

1,3,5,...,2(N—k)—1 szamok kozott felleps kettGhatvany kiilonbségek szama. Végiil a paros és paratlan a;-k kozott
felleps kettGhatvany kiilonbségek paratlanok, igy 1-gyel egyenlék. Minden péros a; legfeljebb két ilyen kiilonbségben
szerepelhet, ezért legfeljebb 2k lehet ezekbdl, de az is igaz, hogy minden ilyen kiilonbség a;11 — a; alak, amibgl
Osszesen N — 1 van. Figyeljiik meg, hogy a {2,4,...,2k} és {1, 3,5,...,2(N — k) — 1} halmazokbol egy-egy elemet

kivalasztva pontosan 2k-féleképpen valaszthatunk szomszédos szamokat, kivéve, ha k = 5 amikor csak N — 1 ilyen

valasztas lehetséges.

Azt kaptuk, hogy az altalunk vizsgalt {ai, as,...,an} halmazban legfeljebb annyi kettGhatvany kiilonbség lép fel,
mint a H = {1, 2,3,...,2k,2k+1,2k+3,2k+5,...,2(N — k) — 1} halmazban. Ezért az indukcios 1épés befejezéséhez
azt kell megmutatnunk, hogy a H halmaz legfeljebb annyi kettShatvany kiilonbséget hataroz meg, mint az [N] :=

N
{1,2,...,N} halmaz. Ha k = 5 akkor H = [N], és nincs mit bizonyitanunk. A tovabbiakban feltessziik tehat, hogy

k< g

Vegyiik észre, hogy [2k + 1] := {1,2,...,2k + 1} részhalmaza H-nak és [N]-nek is, ezért a [2k + 1] halmazon beliil
felleps kettGhatvany kiilonbségek nem okoznak eltérést.

AH\[2k+1] = {2k+3,2k+5,...,2(N — k) — 1}, illetve [N]\ [2k + 1] = {2k + 2,2k + 3,..., N} halmazok
egyarant f(N — 2k — 1) kettShatvany kiilonbséget hataroznak meg. Annyit kell tehat bizonyitanunk, hogy a [2k + 1]
halmaz és a H \ [2k + 1] halmaz elemei kozott fellepd kettGhatvany kiilonbségek szama nem lehet tobb, mint a [2k 4 1]
halmaz és az [N]\ [2k + 1] halmaz elemei k6zott felleps kettShatvany kiilonbségek szama. Ha azonban az x € [2k + 1]
és az y € H \ [2k + 1] szamok kiilonbsége kettShatvany, akkor mivel e kiilonbség legalabb 2 és y paratlan, ezért a-nek
is annak kell lennie. Igy a (2k + 1)-b6l felére kicsinyitett”

1 1
z = 2k+1-5@2k+1-2) & y = 2k+1+5(y—(2k+1))
szamok a [2k + 1], illetve [N] \ [2k + 1] halmazok olyan elemei, amik kiilonbsége
1 1
y’—:c’:2k+1—(2k+1)+§(y—(2k+1)+2k+1—x) = 5(y—;v)

szintén kettShatvany.
Azt kaptuk, hogy minden H-beli kettShatvany kiilonbséghez taldltunk egy-egy kiilonbozs kettShatvany kiilonbséget
[N]-ben, és ezzel az indukcios lépést igazoltuk, a feladat allitasat pedig bebizonyitottuk. O

Megjegyzés. 1. Nem igaz, hogy ha az a1 < a2 < ... < an sorozat maximaélis szamu kettShatvany kiilonbséget hatdroz meg,
akkor szamtani sorozatrol van szé: az 1, 2, 3, 4 és az 1, 2, 3, b sorozatok mindegyikébdl 6tféleképp lehet kettGhatvany kiilonbséget
képezni.

2. A feladat allitisa 2 helyett mas pozitiv egész szam hatvanyaira is igaz, de ennek bizonyitasa a feladatbeli allitasnal
valamivel bonyolultabb.



