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Megoldas. Azt a legkisebb c-t keressiik, amire ¢ > % teljesiil minden pozitiv egész n-re. Tudjuk, hogy ha az n
n
kanonikus alakja n = p{" - p3* - ... pp*, akkor n osztoinak szama
dn) =(aq +1)(az+1)...(ay +1). Eszerint
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Ahhoz, hogy a feladatban leirt, lehets legkisebb c-t megkeressiik, az sziikséges, hogy (1) jobb oldalat maximalizaljuk.
(Pontosabban az, hogy megtalaljuk a szuprémumaét, de mint latni fogjuk, ez itt maximalizalast jelent.) Az (1) formula
jobb oldala pedig akkor lesz a lehet6 legnagyobb, ha minden p; primhez olyan «; € {0,1,2,...} kitevst valasztunk,
ami maximalizélja az
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egyenlség bal oldalat. A (2) jobb oldalan 4ll6 tortek szamlaloja szigorian monoton csékken, nevezGjiik azonos, tehat
a szorzatuk akkor lesz maximalis, ha «o;-t Ggy valasztjuk, hogy a szorzatba pontosan az
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1-nél nagyobb alaki tényezdk keriiljenek. Ha p; > 4, akkor mar a szorzat elsé tényezGje is egynél

kisebb. Ezért ha egy szdm kanonikus alakjabol elhagyjuk a 4-nél nagyobb primosztokat, akkor ett6l a d(n)/+/n hanyados
novekszik. Tehat elegends csak azokkal a szamokkal foglalkoznunk, amiknek a primosztéi csak a 2 és a 3 lehetnek.
A 2 és 3 primosztok maximumot meghatarozo kitevéit szintén a fentiek figyelembe vételével kaphatjuk meg; vegyiik
ugyanis észre, hogy
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Ez azt jelenti, hogy a 7 kifejezés n = 2° - 3 = 12-re maximalis. Tehat a keresett legkisebb ¢ érték nem mas, mint
n
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Megjegyzés. A megoldas modszerével megmutathato, hogy tetszéleges pozitiv € kitevére létezik egy olyan c. szam, amire
d(n) < ce - n® teljesiil minden pozitiv egész n szamra tgy, hogy van olyan pozitiv egész n., amire egyenlGség 4ll. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy tetszéleges € > 0 esetén
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Ez dgy is kimondhato, hogy logd(n)/logn — 0, ha n — oo. (Itt feltehets, hogy pl. e alapi logaritmusrol beszéliink, hisz az
(1-nél nagyobb) alap sem a konvergencia tényét, sem a hatarértéket nem befolyasolja.) Megjegyezziik, hogy az az erGsebb allitas
is igaz, hogy alkalmas C konstanssal minden pozitiv egész n-re:

log d(n) C
logn loglogn *

Ez a fels6 becslés pedig mar konstans szorzétol eltekintve pontos és nem javithaté tovabb. Mindez az n = pip2...pr alakid
szamokat vizsgalva lathato be, ahol p1 < p2 < ... < pir < ... az egymast kovets primek sorozata. Vagyis a fenti egyenlStlenség
lényegében éles, ha n az els6 k prim szorzata.



