I. megoldas. Jeloljiink ki a gombfelilleten egy A pontot, melyet tekintsiink rogzitettnek. Valasszunk ki ezutan
a gombfeliileten egyméstol fliggetleniil, véletlenszertien harom pontot. A keresett valoszinliség megegyezik annak a
valoszintiségével, hogy ezen harom pont és az A altal meghatarozott tetraéder tartalmazza a gémb koézéppontjat.
Mivel annak 0 a val6szintisége, hogy a négy pont koziil ketts egybeessen, ezektdl az esetektsl eltekinthetiink — akarcsak
attol, hogy a harom kivalasztott pontra illeszked6 sik dthalad a gémb koézéppontjan. Ha X, Y, Z harom, ilyen médon
valasztott pont, akkor az AXY Z tetraéder pontosan akkor tartalmazza a gémb O kozéppontjat, ha az OA’ szakasz
atmetszi az XY Z haromszoget, ahol A" az A pontnak O-ra valo tiikorképe.

A valasztandd pontharmasokat nyolcas csoportokba oszthatjuk a kovetkez6 modon. Vegyiink fel hdrom &tellenes
pontpért — legyenek ezek (B, B’), (C,C"), (D, D’) — agy, hogy egyik pont sem esik egybe A-val, és a BCD sik nem
halad at a gdmb kézéppontjan. Az igy kapott hat pont konvex burka egy olyan oktaéder, amely szimmetrikus a gémb
kozéppontjéra, parhuzamos lappérjai pedig (BCD, B'C'D’), (B'CD,BC'D"), (BC'D,B'CD’) és (BCD',B'C'D).
Barmelyik lap csicsai szoba johetnek, mint a harom kivalasztand6 pont, és minden széba jové pontharmas megfelel
pontosan egy ilyen médon elképzelt oktaéder egyik lapjanak. A megoldas Otlete a kovetkezs észrevételen alapul:
a harom pont véletlenszerd kivalasztédsat megtehetjiik tgy, hogy elGszor véletlenszertien valasztunk harom atellenes
pontpart, majd ezutan minden egyes pontparbol 1/2-1/2 valoszintiséggel kivalasztjuk valamelyik pontot. Mas szoval,
elGszor véletlenszertien valasztunk egy megfelels oktédert, majd ezutan egyenls, egyenként 1/8 valoszintiséggel annak
valamelyik lapjat, amelynek cstcsai alkotjak a kivalasztott pontharmast.

Tekintsiink egy megfelelé oktaédert. Az A pontot a géomb O kézéppontjaval Osszekots egyenes az oktaéder két,
egymassal parhuzamos lapjat metszi at, a tobbit elkeriili. A szimmetria miatt e két parhuzamos lapnak pontosan
egyikét atmetszi az OA’ szakasz, a mésikat pedig nem. Ezért az adott oktaéderhez tartozé nyolc pontharmas koziil
pontosan egy lesz megfelels. Mivel ez barmelyik oktaéderre elmondhato, érvelésiink alapjan a keresett valoszintiség 1/8.

Megjegyzés. A harom csics iménti ,kétlépcsss” kivalasztasanak jogossaga szemléletesen nyilvanvalonak ttinhet, valojaban
bizonyitast igényel, ami a kozépiskolai matematika eszkozeit meghaladja — ezért nem is részletezziik (és természetesen megoldo-
inktol sem vartuk el). Ebben a szigord értelemben az alabbi megoldés sem tekinthet6 hianytalannak; viszont, akarcsak az el6z6,
ez is  koncepcidzusan” mutatja meg, miért éppen 1/8 a keresett valoszintiség értéke. Olvasasakor esetleg azon is érdemes lehet
elgondolkodni, mennyiben (nem) mas ez a megoldas, mint az elsg.

II. megoldas. Hasznaljuk az el6z6 megoldas jeloléseit: a gémb X pontjanak a kézéppontra valéd tiikorképét jelol-
je X'. Az A, B, C, D pontok koziil valasszuk ki elébb az elsé harmat, A-t, B-t és C-t; az ABCD tetraéder pontosan
akkor tartalmazza (belsejében) a gémb kdzéppontjat, ha az utolsoként valasztandé D pont az A’B'C’ gémbharom-
szOgbe esik. Annak (feltételes) valoszintsége tehat, hogy a D pontot megfelelGen valasztjuk (feltéve, hogy A, B, C
mar valahogyan kivalasztasra keriilt) az A’B’C’ gombharomszog felszinének a gémb felszinéhez viszonyitott arédnya. A
négy pont megfelels kivalasztasanak valoszintisége igy az elébbi aranynak (egy tetszéleges gbmbharomszog felszine a
gomb felszinének hanyadrésze) az atlaga (vdrhatd értéke) lesz. Ennek kozvetlen kiszamitasa helyett vegyiik észre, hogy
az ABC, ABC, AB'C, ABC', A’B'C, A’BC’, AB'C’, A'B'C’ gbmbharomszdgek egyrétten lefedik a gdmb felszinét,
ezért felsziniik Osszege éppen a gdmb felszine. Mivel mindegyik gombharomszog felszinének ugyanaz a varhatoé értéke,
ez a koz0s érték a gobmb felszinének 1/8 része.



