Kiss Viktor megoldasa. Helyettesitsiik be w = z = y = 2z = 1-et. Teljesiil az wr = yz feltétel, tehat
2f2(1)  1241% 1
2f(1)  12+12

f(1) > 0, tehat egyszerisithetiink vele, kapjuk, hogy f(1) = 1. Ezutan helyettesitsinkbe w = 1, x = a,y = 2 = a-
t, ahol a tetszGleges pozitiv valos szam. Teljesiil, hogy wz = yz, tehat

fPA)+ f2a) 1+ f*a) 1+a’
2f(a) 2f(a) 2a

f(a) és a is pozitiv, tehat szorozhatunk veliik, kapjuk, hogy
a(1+ f*(a)) = f(a)(1 +a),

AZAZ
f2(a)-a— f(a)(1+a?) +a=0.

Ez méasodfoku egyenlet f(a)-ra, megoldéasai a kovetkezsk:

1+a2+4/(1+a2)? - 4a? 1+a2+vV1I+a%— 242
f(a) = = -
2a 2a

Ha a > 1, akkor
1+a?+4/(a2=1)° 1462+ (1)

(a 2a 2a Ve g
Ha a < 1, akkor
1+a?+\/(1-a®)’  14a2+(1-a?)
(a) = = =a vagy -—
2a 2a

1
Tehat megkaptuk, hogy f(a) értéke tetszoleges a-ra a vagy —. Tegyiik fel, hogy létezik a,b # 1, hogy
a

fla)=a & J0)=7.

Helyettesitsiink be w = a, x = b, y = 1, z = ab-t.
L eset: f(a?b?) = a?b?. Ekkor

fa)+ f2(b)  a®+ = a4 b2
FO2) + f(a2?)  T+a2?  1+a2?’
1
ami nem lehet, hiszen b # 1 és pozitiv, tehat b* # R
1
IL. eset: f(a®b?) = poTeR Ekkor
fHa)+ f2(b) A+ d'®+a® a4 b

a?b?+1 1+ a2b2’

FA2) + f(a??) 1+ g
ami csak akkor teljesiilhetne, ha a* = 1 teljesiilne (hiszen a pozitiv), de ez nem igaz. Tehat megkaptuk, hogy vagy

1
minden a # l-re f(a) = a, vagy minden a # l-re f(a) = - (mivel f(1) = 1, azért a két szoba jovs fliggvény az

1
f(z) = x és az f(x) = —). Most belatjuk, hogy mindkét fiiggvény teljesiti a feladat feltételeit. Ha az f(z) = a-et
x
tekintjiik, akkor
frw) + f2(2) _ w® +a?
f) + (7)) 2+ 22

trivialisan teljesiil.
1
Ha f(x) = - akkor

fAw) + (@) gr+ 3 o
FOA+IE e

$2y222 + w2y2z2

220202 + y2a2w?

(hiszen wx = yz).

1
Tehat csak az f(x) =z és f(x) = - fiiggvények teljesitik a feladat feltételeit, és ezek valoban teljesitik azokat.



