I. megoldas. Egy harmadfoku egyenletnek mindig van legalabb egy valos gyoke, legyen ez b; lathato, hogy b # 1.
Megmutatjuk, hogy akkor az egyenletnek

T3 is gyoke:
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Alakitsuk &t az egyenletet. Az (1 — b)*-nal az egyenlet oldalait beszorozva:
1—(1-b)-201-0%+1-b)°Z0.
A zaréjeleket kibontva és Gsszevonas utan kapjuk, hogy

—142b+b2 -0 =0,

ami megegyezik az eredeti egyenlettel, tehat az egyenletnek b mellett az T3 is gyoke.

1
Mivel a = 1y & egyenlet két valos gyokére valoban igaz, hogy a — ab = 1.

II. megoldas. Az egyenlet bal oldalat alkotdé harmadfoku fiiggvény értéke —2-ben —7, —1-ben 1, O0-ban 1, 1-ben
—1, 2-ben pedig ismét 1; ezért biztosan van (valos) gyoke —2 és 0 kozott, 0 és 1 kozott valamint 1 és 2 kozott. Ezek
szerint az egyenletnek harom valds gyoke van, x1, z2, x3. Tekintsiik a

P = (1 — X1+ $1$2)(1 — X3+ ,’E35L‘2)
szorzatot. A beszorzast elvégezve, a Viéte-formulak szerint:
P=1—23+x300 — 21 + 2301 — T1T223 +
+ X1T2 — 1223 + Il.fg.fg =
= 1—(5[:1 +£L‘2+,’E3)+!E2+

+ (LL'l:EQ + xox3 + 5L‘3:E1) — 2212223 + ($1$2$3)CE2 =

=1—1+my—2—2(=1)+ (=1)z5 = 0.

Mivel a P szorzat nulla, valamelyik tényezGje nulla — ezt akartuk belatni.

Megjegyzés. Mindkét bizonyitasbol kiolvashatd, hogy amelyik P-beli tényez6 nulla, abban ciklikusan permutéalva a
gyokoket ugyancsak nullat kapunk. Belathato tovabba még az is, hogy ha példaul x; > zo > x3, akkor

T1] — X1x9 = T2 — T2X3 = T3 — T3T1 — 1.



