
Megoldás. Ismert, hogy bármely háromszög területe kiszámítható az

R2

2
·(sin 2α+sin 2β+sin 2γ) formában, ahol R

a körülírt kör sugara, α, β, γ pedig a háromszög bels® szögei. A formula könnyen bizonyítható, ha a háromszög területét

azon három háromszög területének összegeként írjuk fel, melyeket a körülírt kör középpontját a súsokkal összeköt®

szakaszok alakítanak ki a háromszög oldalaival. Ezekre a háromszögekre külön-külön írjuk fel a jól ismert t =
ab sin γ

2
területképletet, valamint felhasználjuk, hogy egy adott ívhez tartozó középponti szög kétszerese az ugyanezen ívhez

tartozó kerületi szögnek.

A súsokat a beírt kör középpontjával összeköt® egyenesek nyilván a szögfelez®k lesznek. Mivel egyenl® kerületi

szögekhez egyenl® ívek tartoznak, az A1C és az A1B ívek egyenl®k. Ugyanígy a B1A ív is egyenl® a B1C ívvel és a

C1A ív is egyenl® a C1B ívvel. Mivel a két ív összegéhez tartozó kerületi szög egyenl® a két ívhez tartozó kerületi

szögek összegével, azért

α1 =
β + γ

2
, β1 =

α+ γ

2
, γ1 =

α+ β

2
,

ahol α1, β1 és γ1 az A1B1C1 háromszög bels® szögei. Az A1B1C1 háromszögnek ugyanaz a körülírt köre, mint az ABC

háromszögnek, ezért körülírt körük sugara is egyenl®. Így az A1B1C1 háromszög területe az iménti képlet alapján:

R2

2
· (sin 2α1 + sin 2β1 + sin 2γ1).

Ez � a háromszög bels® szögei közti összefüggést, a szinuszfüggvény tulajdonságait és a fentieket is �gyelembe

véve � a következ®képpen alakítható át:

T =
R2

2
· (sin 2α1 + sin 2β1 + sin 2γ1) =

=
R2

2
·

(

sin (β + γ) + sin (α+ γ) + sin (α+ β)
)

=

=
R2

2
·

(

sin (180◦ − α) + sin (180◦ − β) + sin (180◦ − γ)
)

=

=
R2

2
· (sinα+ sinβ + sin γ).

Ezzel a feladat állítását beláttuk.

Megjegyzés. Az A1B1C1 háromszög bels® szögeinek kiszámítása után látható, hogy az A1B1C1 háromszög bármilyen

ABC háromszög esetén hegyesszög¶.
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