I. megoldas. Jelolje az ABC héaromszog derékszogi cstucsat C. Ekkor a C'A és C'B oldalegyeneseket meghosszab-
bitva a haromszoget belehelyezhetjiik egy egységnyi oldalhosszi CGPF négyzetbe. Mivel a C' P 4tl6 hossza v/2, igy P
éppen a keresett pont, vagyis a BPA szoget kell meghataroznunk. (Megjegyzés: igazolhato, hogy az ABC haromszog
befogéi 1 egységnél révidebbek.)
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Az ABC haromszog oldalait jelolje a szokésos médon a, b és ¢, tovabbd a P pontbol AB-re allitott merGleges
talppontjat jeloljik E-vel, végiil legyen PE = = (lasd az dbrdt). A négyzet teriilete egységnyi, igy
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Mivel a haromszog keriilete 2, azért
c=2—a—0.

Ezt az el6z6 egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy
a+b—ab
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A Pitagorasz-tétel alapjan a 4+ b* = ¢* = (2—a-— b)2, a négyzetre emelés és az egyszerisités utan ez az egyenlet
4 — 4a — 4b + 2ab = 0 alakra hozhatd, amibdl pedig 2 — a — b = a + b — ab. Ezt a korébbi, z-re kapott Gsszefiiggésbe
behelyettesitve x = 1-et kapunk.

Mivel GP = EP = 1, azért a PGB és PEB derékszogi haromszogek egybevagok. Hasonloan belathatdé a PEA
és PF A haromszogek egybevagosaga is. Ebbol kovetkezik, hogy GPB< = BPE<, illetve EPA< = APF<. Vagyis
a BPA sz6g a GPF derékszog fele, azaz BPA< = BPE< + EPA< = 45°-0s szogben latszik az atfogd a kérdéses
pontbol.

Megjegyzés. A PG = PE = PF egyenl6ségbdl kapjuk, hogy a P pont éppen a haromszog atfogdjahoz hozzairt
kor kozéppontja. Ismeretes, hogy derékszogi haromszogben az atfogohoz irt kor sugara egyenls a félkeriilettel — ami
jelen esetben 1 egység —, az allitas 1ényegében a fenti megoldasban alkalmazott gondolatmenettel bizonyithaté. To-
vabbé a kiilsé pontbol korhoz huzott érintdszakaszok hossza egyenls, igy PGBE és PEAF deltoidok, amibdl szintén
megkaphatjuk a feladat megoldasat.

II. megoldas. Hasznaljuk az el6z6 megoldas abrajat, legyen tovabba APF< = « és GPB< = . Az el6z6
megoldasban igazolt 4 — 4a — 4b + 2ab = 0 egyenletet atrendezve
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A tangensfiiggvény addicios képletét felhasznalva
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Tehat tg (a+ 8) = 1, amibdl a + 8 = 45°. Mivel BPA< = 90° — (o + ) = 45°, azért a keresett szOg nagysaga 45°.



Megjegyzés. Szogtiggvények hasznédlataval egy méasik megoldast is kaphatunk, ha elGszor felirjuk a PBC és CAP
haromszogek PB, illetve PA oldalara a koszinusztételt (innen PB? = a? — 2a +2 és PA? = b* — 2b + 2 adodik), majd

1
1jbol alkalmazzuk a koszinusztételt a PBA haromszog BA oldalara (amib6l cos APB< = 7

Néhanyan ugyanezt a megoldast koordinata-geometriai uton igazoltak, ekkor az APB sz0g nagysaga a P—/i és ﬁ
vektorok skaléris szorzatabol szamithato ki.

adja a végeredmeényt).

III. megoldas. Hasznaljuk az el6z8 megoldasok jeloléseit. Forgassuk el a PGB haromszoget P koriil pozitiv
iranyban 90°-kal. Mivel PG = PF, GPF< = 90° és PGB<+PF A< = 180°, azért a forgatas utan a PF H haromszoget
kapjuk, amelynek H csicsa rajta van az AF egyenesen.
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Mivel PA = PA, PB = PH (a forgatéis miatt), valamint AH = AF+FH =(1-b)+(l1—a)=2—a—b=c= AB,
azért az APB és AP H haromszogek egybevagok, ebbdl adodéan BPA< = APH<. A forgatés alapjan BPH< = 90°,

innen tehat BPA< = 90 = 45°.




