
Megoldás. A sokszög mindegyik b oldalához létezik a szóban forgó maximális terület¶ háromszög: ennek b-vel

szemközti súsa a b egyenesét®l legtávolabbi sús P -ben (3. ábra). A megoldás során egy XY Z háromszög területét

[XY Z]-vel, a P sokszög területét pedig [P ]-vel jelöljük.

3. ábra

Els® észrevételünk az, hogy ha egy sokszög szögei között a 180◦-ot is megengedjük és az oldalakon újabb súsokat

veszünk fel, akkor sem P területe, sem a P oldalaihoz rendelt területek összege nem változik (4. ábra). Ezért P minden

súsából húzzuk meg azt a félegyenest, amely P területét felezi (folytonossági meggondolások miatt ilyen félegyenes

minden súshoz létezik), és e félegyenesnek a P határával való másik metszéspontját vegyük fel a súsok közé. Így

az A1A2A3 . . . A2n sokszöget kapjuk, melynek területét az AiAn+i egyenes minden i-re felezi (5. ábra). (Az indexelés

mod 2n iklikus.)

4. ábra

5. ábra

Az AiAn+i és Ai+1An+i+1 egyenesek tehát felezik a sokszög területét, így a P belsejében metszik egymást (6. ábra);

jelölje a metszéspontjukat Bi (1 ≤ i ≤ n). Ekkor [AiAi+1Bi] = [An+iAn+i+1Bi], hiszen AiAi+1 és An+iAn+i+1 is felezi

P területét. Legyen ti = [AiAi+1Bi]; ekkor ti = tn+i és Bi = Bn+i.
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6. ábra

Azt állítjuk, hogy az AiAi+1Bi háromszögek lefedik P -t, és így

2n∑

i=1

ti ≥ [P ]. Ehhez vegyük észre, hogy adott i-re

az AiAi+1Bi és az An+iAn+i+1 háromszögek belsejének egyesítése azon P -beli pontok halmaza, amelyek az AiAn+i

és Ai+1An+i+1 félegyenesek ellentétes partján vannak. (Ha egy P -beli X pont nins ezeken a félegyeneseken, akkor

ez azt jelenti, hogy az AiAn+iX és az Ai+1An+i+1X háromszögek ellenkez® körüljárásúak.) Tekintsük ezután a P

egy tetsz®leges bels® X pontját, amelyik egyik AiAi+1 félegyenesre sem illeszkedik. Ez a pont a fentiek értelmében

az A1An+1 és az An+1A1 fégyenesek ellentétes partján van, így az A1An+1, A2An+2, . . . , AnA2n, An+1A1 félegyenesek

sorozatában van két szomszédos, az AiAn+i és az Ai+1An+i+1, amelyeknek X szintén az ellentétes partján van. Ez

pedig éppen azt jelenti, hogy X benne van az AiAi+1Bi és az An+iAn+i+1Bi háromszögek egyikében (6. ábra).

Legyen az AiAi+1 oldalhoz tartozó maximális terület¶ háromszög területeMi. Mivel [AiAi+1Bi] = [An+iAn+i+1Bi],
ezért BiAi · BiAi+1 = BiAn+i · BiAn+i+1. Ekkor vagy BiAi ≤ BiAn+i és BiAi+1 ≥ BiAn+i+1 vagy pedig BiAi ≥

BiAn+i és BiAi+1 ≤ BiAn+i+1.

Az els® esetben

[AiAi+1An+i]

[AiAi+1Bi]
=

AiAn+i

AiBi

≥ 2, és így Mi ≥ [AiAi+1An+i] ≥ 2ti.

A második esetben hasonlóan kapjuk, hogy

[AiAi+1An+i+1]

[AiAi+1Bi]
=

Ai+1An+i+1

Ai+1Bi

≥ 2, és így ekkor is Mi ≥ [AiAi+1An+i+1] ≥ 2ti.

Mindenképpen igaz tehát, hogy Mi ≥ 2ti. Ezeket az egyenl®tlenségeket összegezve kapjuk, hogy

2n∑

i=1

Mi ≥ 2
2n∑

i=1

ti ≥

2[P ], és ezt kellett bizonyítanunk.
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