Megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik olyan g egész, amelyre Q(ag) = P®™ (ag) = ag és Plag) # . Legyen
a1 = P(aj) és jeldlje ¢ azt a legkisebb pozitiv egészt, amelyre o; = ap. Nyilvan 2 < i < k. Ismeretes, hogy ha P(z)
egész egyiitthatos polinom, a # b egészek, akkor a — b | P(a) — P(b), igy fennéllnak az alabbi oszthatosagok:

a1—aO‘P(al)—P(ao):ag—al|a3—a2| ‘ai—ai_l‘aiﬂ—ai:al—ao.

Ha = # y egészek és y # 0, akkor |y| > |z|. Igy, mivel a fenti oszthatosagi lancban szerepld els és utolso kiilonbség
azonos, ezeknek a kiilonbségeknek az abszolut értéke allando. Jelolje ennek az allandonak az értékét ¢ (¢ # 0).

Azt allitjuk, hogy o1 —a; = aj — oj—1 nem teljesiilhet minden j-re. Ellenkez& esetben ugyanis ag+ip = a; = ap
volna, vagyis i@ = 0, ami ellentmondas. Az «;-k rendezése tehdt nem monoton, van tehat olyan j, ahol megfordul,
azaz (cjr1 — ;) = (=1)(aj — a1 ). Erre a j-re igy aj41 = aj_; kbvetkezik. Ekkor PO+ (o) = PO+ (o ).
Ez utobbi egyenlség pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha as = ag, tehat i = 2, azaz P(ap) = a1 és P(a1) = ayp.

Legyenek ezutan [y és (1 olyan, az ag, a; szamok mindegyikétsl kiilonbo6zs egészek, amelyekre ugyancsak teljesiil,
hogy P(Bo) = B1 és P(B1) = Bo. (Bo = B lehetséges.) Ekkor ag — Bo |y — B1 | ag — Bo €s ag — B1 | on — Bo | o — B1-
Ebbél kovetkezik, hogy

ag—Po=ar — P vagy ag—Po=p01—a
és
ao—f1=a1—Po vagy ag— P =Po— .

Rendezés utan a két részallitas masodik tagja ugyanazt mondja:
(1) ao + a1 = Py + b,

az els6 tagok pedig: ag — oy = P — f1, illetve ag — ag = 1 — Po egyszerre nem teljesiilhetnek, hiszen feltevésiink
szerint ag — a1 # 0. A két részallitas koziil tehat legalabb az egyikben a méasodik tag teljesiil, azaz (1) mindenképpen
igaz, mégpedig attél fliggetleniil, hogy By és (1 egyenlSk-e vagy sem.

L. Létezik olyan g egész, amelyre P(P(ag)) = ag, de P(ag) # ap. Ekkor minden ¢ egész szamra, amelyre Q(t) = ¢,
fennall, hogy P(t) + ¢t = P(ag) + ap. A P(z) + 2 — P(ap) — ap polinom n-edfoku, ezért legfeljebb n ilyen ¢ létezik.

II. Nincs ilyen ag egész. Ekkor minden olyan ¢ egészre, amelyre Q(¢) = ¢ fennall, arra P(t) = ¢ is teljesiil. Mivel a
P(z) — x polinom n-edfoku, legfeljebb n darab ilyen ¢ létezhet. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.



