I. megoldas. A kozéppontos tiikrozés tulajdonsigaibol adédéan az AC'A'C, ABA'B’ és a BCB'C’ négyszogek
téglalapok, hiszen atléik egyenls hosszuak és felezik egymaést.

Jelolje M a haromszog magassédgpontjat. Ekkor BM parhuzamos AC’-vel, mivel mindkettd derékszoget zér be
AC-vel. Hasonloan AM parhuzamos C’B-vel. Igy az AM BC' négyszog paralelogramma. Ennek atloja AB, ami felezi
a teriiletét, igy AM B teriilete egyenls ABC’ teriiletével. Hasonléan beldthato, hogy ACB’ teriilete egyenls ACM
teriiletével, és BC A’ teriilete egyenls BCM teriiletével. Tehat az A’ BC, AB'C, ABC' haromszogek teriiletének dsszege
egyenl6 a BCM, az ACM és az AM B haromszogek teriiletének Osszegével, ami éppen az eredeti ABC héaromszog
teriilete.

II. megoldas. Az AOC, BOC és AOB egyenls szaru haromszogekben (a keriileti és kozépponti szogek tétele
szerint, az dbrdn lathatoan):

200 + 28 = 180° — 2,
20 + 2y = 180° — 28,
2y + 28 = 180° — 2av.

xysind

Irjuk f61 az ABC haromszog teriiletét Tapca = Taoca + Tcosa + Tpoan alakban. Itt (a Ta = képletet

felhasznalva):

r?sin (180° — 2y)  r2sin (180° —28) = r?sin (180° — 2a)
Tapen = 5 + 5 + 5

r?sin2y  r%sin28  r?sin2a
2 2 2
Hasonloan az AB'C A’ BC' hatszdg teriilete:

Tapcarser =Taop +Tpoc +Tcoa +Taop +Tpoc +Tcroa =

B r? sin 2cv r?sin 203 r2 sin 2
B 2 2 2

ami éppen a kétszerese a Tapca-nek. Ez éppen azt jelenti, hogy az A'BC, AB'C és ABC’ haromszogek teriiletének
Osszege egyenls az ABC' haromszog teriiletével.

III. megoldas. Jeldlje a haromszog koriilirt korének kézéppontjabol az A, B, C' pontokba mutato vektorokat a,
b és c. A tiikrozés miatt az A, B', C’ pontok helyvektorai ekkor —a, —b és —c.



Egy haromszog teriilete fele akkora, mint két, egy csticsbol indulé oldalvektora vektoridlis szorzatdnak a hossza.
Irjuk fol ezzel a szoban forgd haromszogek teriiletét; mivel valamennyi helyvektor a sikban van, vektorilis szorzatuk
a sikra merdéleges, és a szorzas megfelels sorrendje esetén egyméassal azonos allast. Igy megtehetjiik, hogy hosszuk
helyett magukkal a (vektorialis szorzatként kapott) vektorokkal szamolunk:

1 1
(1) TABCAzg'C@XCﬁlzg'(b—C)X(a—c),

1 =— —= 1
TABC/A:§-C’A><C’B:§.(a+c)><(b+c),

1 —/— —/ 1
TAB’CA:§'B/C><BIA:§~(C+b)X(a_|_b),

1 — — 1
TA/BCAZg-A’BxA’OZE.(b+a)X(C+a)_

A hérom kiilsé haromszog teriiletének Gsszege:
ZT’Z % ((a+c)x(b+c)+(c+b)x(a+b)+(b+a)x(c+a)).
Felbontva a zardjeleket, és kihasznélva, hogy x X y = —y X x, valamint x x x = 0, azt kapjuk, hogy
ZT’zé-(cxb—i—bxa—i—axc).
Felbontva (1)-ben a zardjeleket
‘(cxb+bxa+axc).

Tapcan == (bxa—cxa—bxc)=

N | =
N —

A két teriilet valoban megegyezik.



