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I. megoldas. Az egyenleteknek x > - és y > — esetén van értelme.

Adjuk 6ssze az egyenleteket és rendezziik O-ra:

2+ y* —4V3r—2—-4/3y—2+6+6—2—y=0.

Feltételezziik, hogy a kifejezés teljes négyzetek Gsszegévé alakithat6. Ekkor a 2-2v/3x — 2 és a 2-2+/3y — 2 kifejezések
jatsszak a kétszeres szorzatok szerepét.
Egészitsiik ki a bal oldalt a sziikséges kifejezésekkel:

2+ + [(Br—2)—2-2V3x -2+ 4]+

+[By—2)—2-2/3y—2+4] +4+4—4da— 4y = 0.
Rendezve:

2 —dr 444yt —dy+4+ (V3r—2-2)" + (\/By—2-2)° =0.

Feltételezéslink beigazolédott, az egyenlet bal oldala val6ban négyzetosszeg:

(@—2°+ -2+ (V3z—2-27+(V3r—-2-2"=0.

A bal oldalon all6 tagok mindegyike 0-nédl nagyobb vagy egyenls, Osszegiik viszont 0. Ez csak tugy lehetséges, ha
mindegyik 0-val egyenld.

Ha (z—2)° = 0és (y—2)> = 0, akkor # = 2 és y = 2. Ezekre az értékekre a masik két kifejezés is 0-t ad, és
kikotéseink is teljesiilnek.

Tehat az egyenletrendszer egyetlen megoldasa r =y = 2.

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy 3x — 2 > 0 és 3y — 2 > 0 teljesiil. Ekkor alkalmazhatjuk a szdmtani és mértani
kozép egyenlétlenségét a kovetkezs kifejezéseknél:

Bz —2)+4

A3z —2=2-\/ABx—2) <2 > =3z +2,
By—2)+4
4/By—2=2ABy -2 <2- LT =3y +2.

Ezzel megbecsiilhetjiik eredeti egyenleteink bal oldalat:
y=a2—4V/3x —2+6> 2% -3 —2+6 =2 — 3z + 4,
=943y —2+6>y*>—3y—24+6=1y> -3y +4.

Masrészt az = minden értékére x < z2 — 3z + 4, ugyanis z-et kivonva

0<az?—dz+4=(z—2)7°

(az egyenlGség x = 2-nél all fenn). Ugyanigy minden y-ra y < y? — 3y + 4, és egyenlGség y = 2-nél all fenn.
A négy egyenlGtlenséget Gsszevetve:

x§x2—3x+4§y§y2+3y+4§x.

Lathato, hogy mindegyik becslésben az egyenlGségnek kell fennallnia, ami csak z = y = 2-nél teljesiil; ez pedig ki is
elégiti az egyenletrendszert.



