I. megoldas. A feltétel szerint (z és y pozitiv) az egyenlStlenség két oldalan pozitiv szamok allnak, igy elegends
a négyzetre emeléssel kapott egyenlétlenséget bizonyitani. Ez a kovetkezs:
ot + yt + 32%y? + 223y + 2293 < 2 + 2xy + 2 ' % 4 92
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A miiveleteket elvégezve és rendezve:

8zt + 8yt + 2422y + 162> + 1623y < 92t + 182y + 1822y? + 18zy> + 9y*,
0 < 2t + 223y — 622y? + 229 + 9.
Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon (x2 — y2)2 +2xy(x — y)2 all. A két négyzet nem negativ, xy a feltétel miatt pozitiv,
igy a bizonyitand¢ Aallitas igaz. Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha z = y.
Megjegyzések 1. A négyzetre emelést mésképpen rendezve a
62%y% <t + 223y + 229° + ot
egyenlGtlenség a kovetkezSképpen is igazolhatd. A jobb oldalon hat szam Gsszege all, ezek mértani kézepe
{’/x4x3y;v3y;vy3;vy3y4 — \5/x12y12 = 2%y?,

tehat a szdmtani és mértani kézepek kozti egyenlStlenségbdl kovetkezik a bizonyitandé allitas.
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2. Ha a két oldalt > > 0-val osztjuk, akkor a t = = valtozot bevezetve az egyvaltozos
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egyenl6tlenséghez jutunk. Ennek igazolasa torténhet a megoldashoz hasonlé médon, a négyzetre emelés és a miiveletek
elvégzése utan adodo 0 < t* + 2t3 — 6t + 2t 4+ 1 egyenl6tlenség jobb oldalan ad6dé polinom szorzatta alakitasaval, de
a differencidlszamitas eszkozeivel is.

3. Bar a bizonyitas elég egyszert, a kapott egyenlétlenség meglehetGsen finom. Ha ugyanis a jobb oldalon a négyzetes
kozepet a nala nem nagyobb szamtani kozéppel helyettesitjiik, akkor az egyenlGtlenség irdnya megfordul, azaz
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Ennek igazolasa a fentiekhez hasonlé moédon is torténhet, de ha felidézziik az aprilisi szAmunkban megjelent Meg-
jegyzés a logaritmikus kozéphez c. cikkben olvashaté tétel, amely elég altalanos koriilmények kozott tisztazza az
integralkozépnek nevezett
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és az A(a;b) szamtani kozép nagysagviszonyat, akkor (1) jobb oldalan felismerhet a névé és konvex f(t) = ¢2 fiiggvény
[x; y] intervallumon vett integralkdzepe, az (1) egyenlStlenség pedig a tétel allitasa. Az eredeti allitas is megkaphato
ilyen modon és igy egy tjabb — bar természetesnek talan nem nevezhets — bizonyitashoz jutunk. (Fény deriil viszont
a feladat eredetére.)

II. megoldas. Az f(t) = /t fiiggvény az értelmezési tartomanyan nové és konkav, igy a fenti tétel szerint K r(a;0) <

A(a;b), azaz
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Az integral értéke:
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Mivel a és b pozitivak, elvégezhetjiik az a = 2%, b = y? helyettesitéseket. Ekkor az integralkozép négyzetgyoke:
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ahonnan a bizonyitandé allitast kapjuk, ha = és y szdmtani kozepével szorzunk.

lTeétel. Ha f pozitiv, nové és konkiv vagy fogyd és konvex, akkor Ky(a,b) < A(a,b). (Ugyanigy ha f névs és konvex vagy fogyd és
konkév, akkor a fenti egyenldtlenség forditva teljesil: A(a,b) < K¢(a,b).)



