I. megoldas. A megoldast a [0;27) intervallumon keresve vilagos, hogy = # 0, igy g # 0,7, azaz sing #0. Az
egyenlet ezért ekvivalens a

2cos5:1csing +20054xsing +20053xsing +20052xsing +

+2cosxsin§+sin§:0 (x #£0)

egyenlettel. Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat a tetszSleges k (egész) szamra érvényes (a szinusz fliggvény addicios
képletébdl kovetkezo)
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sin (k—i— 5) o — sin (k— 5) o= 2coskasing

azonossag felhasznalédsaval az o = z, k = 1,2, 3, 4, 5 szereposztasbhan:
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sin 5 T — sin 5 T s1n2 = sin 23:— .
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A sin —xz = 0 egyenlet nemnulla megoldasait keressiik tehat [0; 27)-ben: 5 r=mnt,x= TEREIEETEETIRTRIE
120 147 167 187 207

II. megoldas. Az € = cosx + isinz komplex szam k-adik hatvanya tetszéleges k egészre a Moivre-képlet szerint
¥ = coskax + isinkx; tovabba (cos kz + isinkxz) + (cos(—kz) + isin(—kz)) = 2coskz. Egyenletiink bal oldala ezek
szerint az

S=ecPqetre el 144243464460

Osszegnek a valos része; ez maga az S, mivel S képzetes része a szinusz fiiggvény péaratlansiga miatt nulla. A mértani
sorozat Osszegképlete szerint:

e —¢e5
S=—
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igy a feladat egyenlete egyenértéki az € = e7°, ¢ # 1, illetve az ¢! = 1 # ¢ egyenlettel. Ennek megoldasai:
2t 2t 2t
Ezcosl—f +ism1—f, azaz x = 1—f t=1,2,...,10.
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III. megoldas. ElGszor megmutatjuk, hogy x = 1—71T megoldasa az egyenletnek. Vegyiink fel a sikbeli derékszogi
koordindtarendszerben egy szabalyos 11-szoget, melynek kozéppontja az origd, csicsai pedig pozitiv koriiljaras szerint
Ao, A1, ..., A1, ahol Ay az (1;0) pont. Ekkor Ay elsé koordinataja éppen cos 1—17T lesz, vagyis az A; pontok elsé

koordinédtainak Osszege éppen

2cosbx + 2cosdx + 2cos3x + 2cos2x + 2cosx + 1.

27 —
Az O koriili — szogi elforgatas az O A; vektorok mindegyikét a rakovetkezdbe viszi, ezért a vektorok Gsszege 0, amiért

is az A; pontok els6 koordinatainak 6sszege is 0. Ugyanez a gondolatmenet azt is kiadja, hogy minden 1 < k < 10 esetén

2km
T=97 megoldésa lesz az egyenletnek. Természetesen minden megoldashoz 27 egész szamu t6bbszorosét hozzaadva

2k
ijabb megoldasokat kapunk, vagyis minden olyan k egész szamra, amely 11-gyel nem oszthato, z = 1—17T megoldésa

lesz az egyenletnek. Megmutatjuk, hogy mas megoldas nincs.
Az addicioés képletek ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy

cos2x = 2cos’ x — 1, cos3x=4cos?’x—3cos:1c,
cosdx = 8cos* z — 8cos® x + 1

és
cosbz = 16 cos® z — 20 cos® z + 5 cos z.



Ezért x pontosan akkor megoldasa az egyenletnek, ha a = cosz gyoke a
32a° 4+ 16a* — 32a® — 12a®> + 4a+1=0

egyenletnek. A fent elmondottak miatt az

s us I i 107
= —, a3 =CO0S—, a3=cCoOS—, Qa4=COS—, Q5= COS——
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szamok az egyenletet kielégitik. Mivel ez 6t kiilonbozd valés szam, a széban forgé 6tddfokn egyenletnek méas megoldasa
mér nem lehet. Mivel a fent felsorolt szogek éppen azok, amelyeknek koszinusza valamelyik a;-vel egyenls, az eredeti
egyenletnek valéban megadtuk méar az 0sszes megoldasat.



