I. megoldas. A 100 valés szam mindegyike nem lehet negativ, mivel ekkor 6sszegiik is negativ lenne, nem pedig 0.
Ha a 100 valoés szam kozott 99 negativ szam van, akkor a 100. szdm biztosan pozitiv, hiszen csak igy lehet a szamok
osszege 0. Ekkor a kéttaga Osszegek kozott pontosan 99 pozitiv van, mégpedig azok, amelyeknek az egyik tagja a
pozitiv szam.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a 100 szam ko6zott a negativok szamét valtoztatva nem kaphatunk 99-nél
kevesebb kéttagii nemnegativ Gsszeget. (

k(k

-1
T) darab (sziikség-

15-14 .
képpen nemnegativ) dsszeg adodik. Ha k > 15 (k € NT), akkor ez a szam legaldbb — 105 > 99. Igy elég a

k < 14 esettel foglalkozni.

Jeloljiik a nemnegativ szamokat ni,ne,...,ng-val, a negativokat pedig mi,ma,...,migo—x-val; £k < 14 miatt
kevesebb nemnegativ szam van, mint negativ. Azokat a kéttagt Osszegeket, amelyek egy nemnegativ és egy negativ
szambol allnak, rendezziik egy k x (100 — k)-as tablazatba az alabbi modon:

Ha a 100 szam kozott £ db nemnegativ szdm van, akkor ezek paronkénti 6sszeadasabol
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Ha az azonos oszlopban all6 kéttagt Osszegeket Osszeadjuk, akkor megkapjuk a nemnegativ és a negativ szamok
egy részének az Osszegét. Minden oszlopbeli 6sszeg pozitiv, hiszen a 100 szam Gsszege 0, amibsl 100 — 2k db negativ
tagot elhagyva a visszamaradé Osszeg pozitiv lesz. Igy minden oszlopban van legalabb egy porzitiv kéttagi Osszeg,
vagyis Osszesen legalabb
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nemnegativ Osszegiink van. A 0 < k < 100, k& € N feltétel esetén a kifejezés kK = 1 vagy k = 2 esetén veszi fel a
minimumat, mindkét helyen a minimum értéke 99.
Tehat legalabb 99 olyan par valaszthato ki a 100 szdmbol, amelyben a szdmok Osszege nemnegativ.

A tovabbiakban arra adunk tobbféle bizonyitast, hogy a nemnegativ dsszeget add parok szama legalabb 99.

II. megoldas. Jeloljiik a 100 szamot Ag, A1, ..., Agg-cel. Soroljuk Sket 99 féle mdédon 50-50 parba ugy, hogy az
egyes besoroldsokban 1év6 parok mindegyike kiilénbo6z6 legyen. Ha egy besorolasban az egyes parokban szereplé szamok
Osszegét Osszeadjuk, akkor 0-t kapunk, vagyis biztos van egy szdmpar ebben a besoroldsban, amiben a szadmok Osszege
nemnegativ. Igy mind a 99 besorolasban van egy ilyen par, és mivel minden par kiilonboz6, azért van legalabb 99 ilyen
SZAmpar.

A kovetkezSkben mutatunk egy konstrukciot a 99 kiilénbozd besorolésra, melyben minden par csak egyszer fordul
elé.
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Az els6 besorolast az dbra mutatja, az egy oszlopban 1év6 szamok tartoznak egy parba. A kovetkezd besorolast agy
kapjuk, hogy az egyes szdmokat a nyilak mentén eltoljuk eggyel. Minden besorolasbol ugyanazen a moédon kapjuk a
kovetkezs besorolast. Egyértelmi, hogy Ag-nak mind a 99 besorolasban méas parja lesz (A1, Agg, Ags, Aoz, ..., Ay,
Ag, végul Ag) Igaz €z Al—re iS, melynek parjai: (A(), Agg, Agﬁ, cey A4, AQ, Agg, A97, A95, Sy A5, Ag), illetve igaz
lenne akkor is, ha mas elem indulna az A; pozicidjarol. Mivel pedig a besorolasok 99-es ciklusonként ismétlGdnek,
azért mindegy, hogy melyik besorolast tekintjiik els6nek. Tehat barmely elem indulhatna az A; pozicidjarol. Vagyis
minden elemre igaz, hogy mind a 99 besoroldsban méas part kap.

Tehat legalabb 99 olyan par valaszthatoé ki, amelyben a szdmok Gsszege nemnegativ.

Megjegyzés. Néhanyan a K6MaL 2006/9. szamaban megjelent cikkrd!] hivatkoztak a 99-féle parositas megalkotasa-
kor. (A feladat ugyanabban a szamban keriilt kittizésre.)

III. megoldas. Legyen ay, a9, ..., a100 a 100 adott szdm egy sorrendje 4gy, hogy a1 > as > az > ... > ajpo-

Tekintsiik az alabbi Osszegeket: a; + aig0, a2 + agg, ..., a; + a101—i, ---, as0 + as1. A fenti 50 kéttagu Osszeg
Osszege egyben az 0sszes szam 0sszege, vagyis 0. Tehat a kéttaga Osszegek kozott van nemnegativ. Legyen a, + a101—»
(x € {1,2,...,50}) egy ilyen Gsszeg.

IKiss Gyorgy: Hogyan szervezziink kérmérkézéses focibajnoksigot? KoMal, 2006/9., 514-525.



Azok a kéttagu Osszegek, melyek egyik tagjanak indexe legfeljebb x, masik tagjanak indexe pedig legfeljebbb
101 — x, nagyobbak vagy egyenlGek, mint a, + aio1—. 1gy ezek az Osszegek szintén nemnegativok. Szamoljuk meg
ezeket a szampérokat. Az els$ tag z-féle, a mésodik tag (101 — x)-féle lehet. Nem kell szamolnunk azokat a parokat,
amelyekben ugyanazt a szdmot valasztanank kétszer, és — mivel egyébként kétszer vennénk ket szamitasba — le kell
vonnunk azon paroknak a szdméat, amelyek mindkét tagjanak indexe legfeljebb z. A megfelel§ parok szama tehat

2 1
x(lOl—I)—aj—z 5 z-:z:(l()()—ki—gaj).

1 3
Ennek a kifejezésnek az értéke x = 1 esetén 99, x > 2 esetén pedig 100+ 3% > 50 miatt legalabb 100. Ezek szerint

a nemnegativ 6sszegi szampérok szama legalabb 99.



