Megoldas. Mindegyik megoldasban azt az esetet vizsgaljuk, amikor BC > AB, és igy F € EE', tehat T € BC.
Ha pedig BC' = AB, akkor B = F', T az AC felez6pontja, igy az allitas trivialis.

I. megoldas. Mivel F az ABC iv felezGpontja, azért FA= FZ’, és igy FA = FC. Ebbdl a keriileti szogek tétele
miatt FAC< = FC A<, amit jel6ljon «. Ebbdl kovetkezik, hogy AFC'< = 180° — 2.

Ismét a keriileti szogek tétele miatt FBC< = FAC< = «, valamint ABC< = AFC< = 180° — 2a, igy ABF< =
180° — av.

Az AF B haromszogben a koszinusz-tételt felirva kapjuk, hogy:
FA%? = AB*> + BF? —2- AB - BF - cos (180° — ),

ahonnan F'C = FA miatt

(1) FC? = AB*4+ BF?+2- AB - BF - cosa.
A T BF derékszogi haromszogben cos a = B és igy
(2) BF -cosa = BT.

A TCF és a BTF derékszogt haromszogekben a Pitagorasz-tétel szerint

(3) FC? =TC? + TF?,
illetve
(4) BF? = BT? + TF>.

A (3), (4) és (2) egyenletek jobb oldalat (1)-ben a megfelels helyre beirva kapjuk, hogy
TC?+TF?=AB? + BT?>+TF?+2.- AB - BT,

ahonnan
TC? = AB®> + 2. AB - BT + BT? = (AB + BT)?,
és igy valoban TC = AB + BT.

II. megoldas. Jelolje a koriv sugarat r, a CBF szoget «, a BCF szoget pedig 3.




A feladat feltétele, valamint a keriileti szogek tétele miatt FBC< = FAC< = FCA< = «. Tudjuk még, hogy
BCA< = «a — (. Ezek alapjan:
FC =2rsina, FB =2rsinf,
BA = 2rsin(a— ).

Ezt felhasznalva a CTF derékszogi haromszogben
CT = FC -cosf =2r-sinacosf3,
illetve a BT F' derékszogl haromszoghen

BT = FB - cosa = 2rcos asin 3.
) . s CB+BA _ . . .

Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy CT = —————. Mivel BC = CT + TB, ez az egyenlGség ekvivalens a
kovetkezdvel: C'T = T B + BA. A harom szakasz hosszara kapott kifejezéseket az egyenlGségbe behelyettesitve kapjuk,
hogy:

2rsin acos B = 2r cos asin B + 2rsin (o — B),
vagyis
sinacos 8 = cosasin B + sin v cos 3 — cos asin 3,
CB+ BA
—

III. megoldas. A feladat szerint ABF = 1?'6', ezért AF = FC. Az AOC szoget 2a-val jelolve a keriileti szogek
tétele szerint AFC'<t = ABC< = . Az ACF A egyenl széaru, ezért FO felezi az AFC szoget, azaz AFO< = OFC< =
o)
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ami azonossag. Mivel a helyettesités soran is ekvivalens lépést végeztiink, ezzel bebizonyitottuk, hogy CT =

Tiikrdzziik a B pontot a T pontra, a kapott pont legyen B’. Ekkor a BB'F/A\ egyenl6 szari, igy BF = B'F és
FBB'« = FB'B«.

Azt kell bizonyitani, hogy AB+BT = TB'+ B’'C. A tiikrozés miatt BT = B'T, ezért elég belatni, hogy AB = B'C.

Az ACO haromszog egyenls szaru az AO = OC' miatt, igy

OAC< = OC A<t = M —90° — a.

Az FAO héromszog is egyenld szara, FO = OA, tehat
OFA< = FAO< = 5.

Innen

FAC<I:FAO<1+OAC<I:90°—04+%:90°—%.

A keriileti szogek tétele és az eddigiek miatt:

90° — % — FAC< = FBO< = FBB'< = FB'B«,



és igy

FB'Ca = 180° — FB'B< = 90° + %

ABF< = o+ (90° - %) —90° + %

Mivel AF = CF, BF = B'F ¢s ABF< = FB'C<q = 90° + %, a B'CF ¢s a BAF haromszogeknek megegyezik

két oldala és a nagyobbikkal szemkozti szoge, tehat a két haromszog egybevags. Ebbdl kovetkezik, hogy a harmadik
oldaluk is egyenls, vagyis AB = B'C.
Ezzel az allitast belattuk.

IV. megoldas. Mivel F' az AC koriv felez6pontja, azért FFA = FC. Forgassuk el F koriil az A pontot tgy, hogy
a kapott A’ pont a BC szakasz altal meghatdrozott egyenesre keriiljon. A forgatds tavolsagtarto, ezért FA = FA’.
A két egyenlSséget egybevetve FC = F A, tehat az A'CFA egyenls szara és A'CF< = CA'F<. Jeldlje ezt a szoget
a. A keriileti szogek tétele miatt BAF< = BOF< = a. Az AA'FA egyenl6 szart, mert FA = FA’. A haromszégben
AA'F<a = A AF<. Jeldlje ezt a szoget (.

Ekkor BA’A< = 8 —«, és AAB< = 3 — a, ezért az ABA’/\ egyenls szart és igy AB = A'B. Ez azt jelenti, hogy
a torottvonal hossza A'C, mert A'C = A'B+ BC, és A’'B = AB.

Az A/CFA egyenl§ szart, tehat FT felezi az alapjat, A'C-t.

Ezzel belattuk, hogy a T pont felezi a térdttvonal hosszat.

V. megoldas. Jelolje a BC szakasz felez6 merdlegesét ¢. Tiikrozziik az F' és a T pontot t-re, a tiikorképek legyenek
rendre F’ és T'.
A TT'F'F négyszdg egy derékszdgt, szimmetrikus trapéz, vagyis egy téglalap. Ebbdl kovetkezik, hogy TT' = FF'.

A tiikrozés miatt BT = CT' ¢s BF = CF'. Mivel F az ABC iv felez6pontja, AF =CF. fgy AF-BF = ﬁ—C/F’,
vagyis AB = FF'. Egy korben egyenld hossztisdgu ivekhez egyenls hosszisagi htirok tartoznak, ezért AB = FF’.
A fentiek alapjan AB + BT = FF' + CT' = TT' + CT' = CT, vagyis valoban egyenléek a megfelels szakaszok.

Megjegyzés. Ez a feladat mar Eukleidész Elemek cimii miivében is szerepelt.



