I. megoldas. Az x,y,z > 0 ismeretlenek kozott nem lehetnek egyenlGek, mert barmely kett$ egyenlGsége esetén
az egyik ismeretlent helyettesitve és kikiiszobolve az egyenletekbdl ellentmondasra jutunk. Példaul x = y esetén (1)

2
szerint x =y = \/; , amit (2)-be, illetve (3)-ba helyettesitve z-re két olyan méasodfoku egyenletet kapunk, amelyek bal

oldala azonos, a jobb oldalon viszont 5, illetve 3 all.
Igy megszorozhatjuk az egyenleteket rendre (z — y)-nal, (y — z)-vel, (z — x)-szel; a két szam kobének kiilonbségére
ismert azonossag révén az

-y = 2(z —y),

y3—23=5(y—z),

2 —2® =3(z — 1)
egyenletekhez jutunk. Ezeket Gsszeadva és x-et kifejezve:
4) x =3y — 2z.
x értékét az (1)-es egyenletbe helyettesitve: (3y — 22)2 + (3y — 22)y + y* = 2, amibdl
(5) 13y% — 14yz + 427 = 2.

Az (5) egyenlet 5-szorosébdl kivonva a (2) egyenlet 2-szeresét és a kapott egyenletet 9-cel osztva 7y* — 8zy 4 222 = 0
adodik. Az egyenletet y-ra megoldva:

1+2
(6) Y12 = 7 2,
amit a (4)-es egyenletbe helyettesitve:
-2+3v2 —2-3V2
(7) B=———2 & ;=2

ahol x5 biztosan negativ, igy az x1 és y1 értékekkel folytatva az egyenlet megoldasat, ezeket behelyettesitjiik az (1)

19 — 3v2 19 — 3v2
egyenletbe, amib6l Gsszevonds utan: 22 = %; mivel z pozitiv szdm, z = {/ f\/— adodik. A (6) és (7)

egyenleteket négyzetre emelve és 22 értékét behelyettesitve, valamint figyelembe véve, hogy x és y is csak pozitiv

szamok lehetnek, az
[10-6v2 [6 422

megoldéasokat kapjuk. A kapott gyokok kielégitik az egyenletet.
Az 22, y? és 2% értékének ismeretében az (1), (2) és (3) egyenletek osszegét képezve: 2(z? +y? +22) 4+ (vy+yz+22) =
10, amibél

vy +yz+zr =10 —2(2* +9* + 2*) =

10—6\/§+6+2\/§+19—3\/§:2\/§_

=10—-2-
7

Tehat zy + yz + 2z = 2V/2.

II. megoldas. A keresett zy + yz + xz értéket anélkiil is megkaphatjuk, hogy megoldanank az egyenletrendszert.
Vegyiik észre, hogy az adott egyenletek a koszinusztételre emlékeztetnek. Ebb6l kiindulva a feladatnak geometriai
értelmezést adhatunk.

Tegyiik fel, hogy van az egyenletrendszernek pozitiv szamokbél allé6 megoldésa és legyen ez x, y, z. Vegylink fel a
sikban egy O pontot és az A, B, C pontokat gy, hogy OA =z, OB =y, OC = z, AOB< = BOC<1 = COA< = 120°
legyen.



A B

Ekkor az AB, BC, C A szakaszok hossza a koszinusztételbdl és az egyenletrendszerbdl meghatarozhato:
AB? = 2% +y? — 22y cos 120° = 22 + % + 2y = 2,
BC? = y? + 22 — 22yc0s120° = 4% + 22 + yz = 5,
CA% = 2% + 2% — 202¢05120° = 2% + 22 + 22 = 3.
Tehat ABC egy V2, V/3, v/5 oldali haromszdg, igy Pitagorasz tételének megforditasabol adodoan derékszog.

Szamitsuk ki az ABC haromszog teriiletét kétféleképpen: mivel derékszogt, a teriilete egyrészt a befogoi szorzatanak
a fele, masrészt az AOB, BOC, COA héaromszogek teriiletének Gsszege.

AB-AC 2.3 2ysin(120°)  yzsin(120°)  zxsin (120°)
= = + +
2 2 2 2 2
V3

= T(l’y +yz +x2),

tehat

2-v3 3
IQ\/_:%(gcy-i-yz—f—xz), innen zy +yz +xz = 2V2.

Azt kaptuk tehét, hogy ha van az egyenletrendszernek pozitiv szamokbol all6 megoldésa, akkor erre xy+yz +zz =
2V/2.

Meg kell vizsgalnunk még, hogy van-e az egyenletrendszernek pozitiv szdmokbol 4ll6 megoldasa.

Gondolatmenetiink alapjan jol lathato, hogy a V2, v/3, v/5 oldalt derékszdgi haromszdg izogonalis pontjat a
csticsokkal 0sszekots szakaszok hossza megoldasa az egyenletrendszernek.



