Megoldas. A széban forgd harom szamot jelolje rendre a, b, c¢. Mivel be = pq + qr + rs, a gyokok és egylitthatok
kozotti osszefiiggesek (Viete-formulék) alapjan p, ¢, 7 éppen az (z —p)(z —q)(z —r) = 2° — ax® + bex — ¢ polinom harom
gyoke. A feltétel szerint a, b, ¢ egész szamok, igy bc is az, tehat ez a polinom egész egyiitthatds. A fGegyiitthatdja

u
1, ezért minden raciondlis gytke egész. Ha ugyanis g = — gydke, ahol u és v relativ prim egész szamok, akkor xg
v
behelyettesitése utan v3-nal szorozva: 0 - v* = u® — au?v + beuv? — cv® = u® — v(au? — beuv + cv?). Mivel (u;v) = 1,
azért u® és v is relativ primek, de az el6bbi egyenlSség szerint v osztoja u’-nak. Ez csak ugy lehetséges, ha v = +1,
U
vagyis ha xg = — egész szam.
v
Tehat a keresett p, g, r szdmok olyan pozitiv egészek, melyek Gsszege, szorzata és reciprokOsszege is egész. Az Osszeg
és a szorzat mindig egész, igy azt kell megvizsgalnunk, mikor lesz — + — + — is egész. Legyen p < ¢ < r. Ha 3 < p,
p q T
akkor
1 1 1 1
0<-—+-+-<-+
p q r 3

igy a reciprokosszeg akkor egész, ha egyenldség teljesiil, azaz p = ¢ = r = 3. Ha p = 2, akkor

1 1 1 3 ) 1 1 1
0<—-—+-+-<, ezlrt —+-+-=1,
p q r =2 p q T
amibdl 1 . .
S+ =2 —-2)(r—2)=4
Sty @-2r-2)=4

tehdt ¢ = r =4, vagy ¢ = 3, r = 6. Végiil, ha p = 1, akkor
1 1 ) 1 1
0<-+-<2, igy —+-
q T q T
értéke 1 vagy 2, amibél rendre ¢ = r = 2, illetve ¢ = r = 1 adédik.

Tehat az Osszes megfelel (p; g;r) szamhéarmas — a szamok sorrendjére valo tekintet nélkiil — a kovetkezs: (1;1;1),
(1;2:2), (2:4;4), (2;3;6) és (3;3;3).



