I. megoldas. Alakitsuk 4t a vizsgélt polinomot.
3a°b — 40a”b” + 48ab° = ab(3a* — 40ab” + 48b*) = ab(3(a” + 46%)? — 64a2).
Az a® + 4b* = 4 feltételt kihasznélva a kifejezés tovabb alakithato:
ab(3(a® + 4b*)* — 64a%b%) = ab(48 — 64a2b?).

a? és 4b? nyilvan nemnegativ, igy felirhato rajuk a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség:
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és igy |ab|] < 1.

Legyen ab = x. Ekkor a kifejezés a —642> + 48z format 6lti. Akkor tudnank fiiggvényvizsgalatot végezni, ha ez a
kifejezés valoban fiiggvény, vagyis ha minden —1 < x < 1 értékhez talalunk olyan a és b szamot, amelyekre fennall,
hogy a® + 4b* = 4 és ab = .

Ha —1 <ab=x <1, akkor a # 0 esetén b = g—t behelyettesitve a feltételbe:
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a2+4-$—2=4, amibsl a* — 4a? + 422 = 0.
a

Ezt a®-re megoldva:

a =2+2y1—2a2
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Ez pontosan akkor nemnegativ, ha 1 — 2? > 0, vagyis ha |z| < 1. Ekkor tehat van megfelel§ a és b. Ha pedig a = 0 (ez
z = 0 mellett jon szoba), akkor b =1 jo.
Tehat az
f(zx) = —642> + 481 = x(—64x> + 48)

fiiggvényt vizsgaljuk a [—1; 1] intervallumon. A fiiggvény paratlan, zérushelyei

V3

z =0, illetve x= iT'
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A fiiggvény derivaltja: f'(z) = —1922° + 48, ennek zérushelyei z = :l:§. A derivalt elGjele alapjan z = —5 minimum,

1
T=35 maximum. A fentiek alapjan a fliggvény vazlatos képe az dbrdn lathato.

A helyi minimum értéke:
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Meg kell nézni, hogy a vizsgalt intervallum szélén, = 1-nél nem kisebb-e a fiiggvényeérték: f(1) = —64 + 48 = —16.
A két érték megegyezik.



A helyi maximum értéke:

)= () oo (1)

A vizsgalt intervallum szélén: f(—1) = —64-(—1)+48- (—1) = 16.
Igy —16 < 3a°b — 40a°b® + 48ab® < 16, és a kifejezés a [—16; 16] intervallum minden értékét folveszi.
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I1. megoldas. Mivel a® +4b* = 4, igy (%) +b? = 1. Ez azt jelenti, hogy a derékszogt koordinata-rendszerben az
(g; b) koordinataju pont illeszkedik a (0;0) kézépponti, egységsugart korre. Mivel ezen kor barmely pontja megfelels
z € R esetén (sinx;cosx) koordinatakkal rendelkezik, igy béarmely feladatbeli (g;b) szdmparhoz taladlhaté olyan

a
x € [0;27], melyre — = sinz és b = cosx. Valasszuk ezt a megfeleltetést. Ekkor a = 2sinz és b = cos .

Alakitsuk at a feladatbeli kifejezést a kovetkez6 modon:
P(a;b) := 3a°b — 40ab® + 48ab° = ab(3a* — 40a*b* + 48b*) =
= ab(3(a® +46%)” — 64a%b?) = ab(3 - 4% — 64ab%) = 16ab- (3 — 4a°).
Az ab = 2sinx cosx = sin 2z Osszefiiggést figyelembe véve:

P(a;b) = 16 sin2z(3 — 4sin” 2z) = 16 sin 2z(3(sin® 2z + cos® 2z) — 4sin” 2z) =
= 16'5in 22(2 cos® 2z 4 cos? 22 — sin? 2z) = 16 sin 2(2 cos? 2x + cos 4x) =
= 16(2 sin 2z cos 2x cos 2z + cos 4z sin 2z) =
= 16(sin 42 cos 2z + cos 4z sin 2z) = 16(sin(4z + 2z)) = 16 sin 6z

Azt kaptuk, hogy 3a®b — 40a3b> + 48ab® = 16 sin 62. Mivel —1 < sin 6z < 1, azért
—16 < 3a°b — 40a°b” + 48ab° = 16 sin 62 < 16.

Mivel —16 < 16sinz < 16, és a = 2sinz, valamint b = cosz, a P(a;b) értéke a [—16; 16] intervallum barmely eleme
lehet.
Abréazoljuk az f(x) = 16 sin 6z fiiggvényt a [0; 27| intervallumon.

Hat olyan a érték van, amelyre a fliggvény felveszi a maximumat, ezek mindegyikéhez tartozik egy-egy (a;b)
értékpér.

A minimalis értéket szintén hat helyen veszi f6l, minden mas értéket pedig tizenkét helyen.

Megjegyzés. 1. Az 1. megoldasban |z| < 1 esetén négy megfelel§ a értéket kapunk, igy négy (a;b) értékpar tartozik
egy = értékhez. Mivel —16 < y < 16 esetén harom z-re is teljesill, hogy f(z) = y, a vizsgalt kifejezés minden
—16 < y < 16 szamot 3-4 = 12 megfelels (a; b) esetén vesz £6l. A minimumot és a maximumot pedig 4+2 = 6 esetben,
hiszen x = 1 és = —1 esetén egyarant két-két megfelels (a;b) szampar van.

2. A feladat szovegét tobbféleképpen is lehetett érteni: a ,Milyen nagy lehet” kérdést volt, aki tgy értelmezte, hogy
csak a kifejezés maximumat kell megkeresni.



