Megoldas. A jatéknak vizsgaljuk azt az dltalanosabb valtozatat, amelyben akarhany kupac, és mindegyik kupacban
tetszoleges szamu kavics lehet. A kavicsok szamét jelolje x, a kupacok szamat y. Ha egy kupacban csak egyetlen kavics
van, azt nevezziik ,kis” kupacnak, a tobbit pedig ,nagy” kupacnak, utébbiak szamat jelolje z. ElGszor azt mutatjuk
meg, hogy a jaték biztosan véget ér, barhogyan is jatszik Anna és Balazs. Mivel 2z > x > y, azért 2z — y nemnegativ
egész szam. Belatjuk, hogy 2z — y értéke minden 1épés soran csokken. Ha a soron kovetkezd jatékos egy kupacot két
kisebb kupacra oszt, akkor z nem valtozik, y pedig 1-gyel n6, igy 2x —y értéke valoban csokken. Ha pedig egy kupacbol
elvesz egyetlen kavicsot, akkor x 1-gyel csdkken, y pedig vagy nem valtozik, vagy 1-gyel csokken, de 2x — y értéke
mindkét esetben csokken. Mivel 2z — y értéke minden lépésben legaldbb 1-gyel csokken, de végig nemnegativ, a jaték
véges sok lépésben véget ér.

Azt fogjuk 2z — y szerinti teljes indukcidval bizonyitani, hogy pontosan akkor van Balazsnak, vagyis a masodik
jatékosnak nyeré stratégiaja, ha az z, y, z szdmok koziil vagy mindegyik paros, vagy mindegyik paratlan; egyébként
Annanak, vagyis az els6 jatékosnak van nyerd stratégidja. Ha 2z — y = 0, akkor x = y = z = 0, vagyis az elss jatékos
nem tud lépni, és igy valéban a méasodik jatékosnak van nyers stratégiaja.

Tegyiik fel, hogy 22 —y = n > 1, és az allitast mar minden olyan jatékra igazoltuk, ahol 22 — y < n. Vizsgaljuk
elGszor azt az esetet, amikor z, y és z paritadsa megegyezik. Kénnyen meggondolhaté, hogy barmit is 1ép az els6 jatékos,
a harom mennyiség kozott lesz olyan, amelyik valtozatlan marad, és lesz olyan is, amelynek értéke pontosan 1-gyel
valtozik, igy megvaltozik a paritdsa. Az igy keletkezs 0j jatékban az indukcios feltevés szerint az els6 jatékosnak van
nyer§ stratégidja, vagyis az eredeti jatékban a masodiknak, ahogyan azt allitottuk.

Tegyiik fel végiil, hogy x, y és z nem azonos paritasiak. Elegends azt megmutatni, hogy az elsé jatékos tud ugy
lépni, hogy ezutan z, y, z paritdsa megegyezs legyen, hiszen ezutan alkalmazhatja a folytatasban az 4j jaték masodik
jatékosanak nyer6 stratégiajat. Ha x és y paritdsa megegyezik (de z paritasaval ellentétes), akkor y # z, tehat van
legalabb egy kis kupac is. Az els6 jatékos egy kis kupacbol elvesz egy kavicsot, igy = és y értéke 1-gyel csokken, z pedig
nem valtozik, ezutan a harom mennyiség paritasa megegyezik.

Ha z és z paritasa egyezik meg, akkor x # y, tehat van legaldabb egy nagy kupac. Ha van olyan nagy kupac is,
amelyben legalabb 3 kavics van, akkor az els6 jatékos kettévalasztja egy kis és egy nagy kupacra, ekkor y értéke 1-gyel
né, mikézben x és z értéke valtozatlan marad. Ha ilyen nincs, akkor mindegyik nagy kupacban pontosan 2 kavics van.
Az els6 jatékos egy nagy — tehat pontosan két kavicsot tartalmazd — kupacbdl elvesz egy kavicsot, igy x és z értéke
1-gyel csokken, mikdzben y értéke nem valtozik. Az els§ jatékos mindkét esetben el tudta érni, hogy lépése utén a
harom mennyiség paritasa egyezzen meg.

Végiil, ha y és z paritdsa azonos, akkor megint csak van legaldbb egy nagy kupac. Ha van legalabb 3 kavicsot
tartalmazo6 nagy kupac is, akkor az els6 jatékos egy ilyen kupacbol elvesz egy kavicsot, igy a lépés sordn y és z nem
valtozik, mig x 1-gyel csokken. Ha viszont minden egyes nagy kupacban pontosan 2 kavics van, akkor az els6 jatékos
egy ilyen kupacot két kis kupacra oszt. Igy z értéke nem valtozik, y értéke 1-gyel n6, = értéke pedig 1-gyel csokken. Az
els6 jatékos ismét mindkét esetben el tudta érni, hogy lépése utdn a harom mennyiség paritasa azonos legyen. Ezzel
befejeztiik az indukcios lépés igazolasat.

Teljes indukcioval belattuk, hogy ha x, y, z azonos paritastak, akkor a méasodik jatékosnak van nyers stratégiaja,
kiilonben pedig az elsének. A feladatban szerepld jaték esetén y = 10, z = 9, igy az elsd jatékosnak, vagyis Annanak
van nyerd stratégiaja.



