I. megoldas. Barmely két parabola hasonld, igy az altalanossag megszoritasa nélkiil foltehetjiik, hogy a széban
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forgé parabola egyenlete y = 2. Ekkor a fokusz koordinatai F (O; Z)’ a v vezéregyenes egyenlete pedig y = vk

Legyen P(u;v) a parabola tetsz6leges kiils6 pontja; ismeretes, hogy ez pontosan akkor teljesiil, ha 0 < u? — v.

A P-bol hizott érint6k nem parhuzamosak a parabola tengelyével, igy kereshetjiik ket a P-n atmend m mere-
dekségii egyenesként, melynek egyenlete y = m(z — u) + v. Ez az egyenes akkor és csak akkor érinti a parabolat, ha a
gorbével egyetlen kozos pontja van, tehat az

y = a?,
y=m(x —u)+v

egyenletrendszernek egy megoldasa van. Ez pontosan akkor teljesiil, ha a behelyettesitéssel kapott 22 —ma+mu—v = 0
masodfoku egyenlet diszkriminansa,

(1) m? — 4um + 4v = 0.

Ennek az m-ben masodfoku egyenletnek a diszkriminansa 16u® — 16v, ez kiilsé pontra pozitiv, az egyenlet két valos
gyoke, my és mo a P-b6l huzhaté két érinté meredeksége. Ha ¢ jeldli a két érinté hajlasszogét, akkor a fenti jeldlésekkel
a tg (o — B) kifejtési képlete alapjan:

mi —ma
ltg o] =

1 + mimeo

3
Mivel tg 30° = %, igy azon P pontok halmazat keressiik, amelyekre a fent kiszamolt m, mo meredekségekkel
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(2) i —mp \T L
1 + mimo 3 '
A gyokok és egylitthatok Osszefliggései szerint az (1) egyenletbsl mq 4+ mo = 4u és myme = 4v. A (2) feltétel tehat az
(u;v) szdmpérra azt jelenti, hogy

(1 + 40)*.

Wl =

(3) (my +my)® — 4mymy = 16u? — 160 = % (14 mymy)? =
A keresett mértani hely egyenlete az (u;v) valtozokkal:

48(u? —v) = (14 4v)>.
Rendezés és teljes négyzetté alakitas utan az egyenlet

(D’
(4) u2—T4——1

alakd. Ez egy, a kanonikus helyzethez képest eltolt és 90°-kal elforgatott hiperbola egyenlete (1. dbra). A hiperbola
valos tengelye az y-tengely, képzetes tengelye az x-tengellyel parhuzamos y = 1 egyenleti egyenes. A valds féltengely

hossza a = V/3, a képzetes feltengely hossza b = 1, igy a fokuszoknak a centrumtol mért tavolsaga
c=+Va%+0b?=2.
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A hiperbola fokuszai tehat Fy (O; Z) és Fy (O; —I>

,,Fl U

SN

1. dbra




Megjegyzések 1. A 2. dbrdn lathato, de a bizonyitasbol is kiolvashatd, hogy a kapott hiperbola ,alsé” dgén azok
a P pontok talalhatok, amelyekbdl érintSket huizva a létrejovs 30°-os szogtartomany tartalmazza a parabolat, mig a
Jfels6” ag pontjaira a kiegészits, 150°-0s szogtartomany belsejében van a parabola.

2. dbra

2. Hasonl6 eredmény adodik, ha a feladatban adott 30° helyett tetsz6leges hegyesszoget irunk el§. Ha az érint6k
szOget 90°-nak vélasztjuk, akkor a mértani hely egyenlete a fentiek alapjan az mime = —1 feltételbsl 4v + 1 = 0,
ilyenkor a parabola vezéregyenesét kapjuk.

3. A valaszban felbukkant a parabola fokusza és — speciélis esetben — a vezéregyenese is. Ha felhasznéljuk a
kupszeletek — és ezen beliil a hiperbola — egy kevésbé kozismert szarmaztatasat, akkor ezek az eredmények egységes
alakot oltenek. Hajos Gydrgy: Bevezetés a geometridba cimi kdnyvének 422. oldalan olvashato a

42.5 Tétel. Azoknak a pontoknak a mértani helye, amelyekre egy ponttél vald tdvolsigukat egy a ponton dt nem
halado egyenestdl valo tavolsigukkal osztva megadott pozitiv értéket kapunk, ellipszis, hiperbola vagy parabola asze-
rint, amint az adott érték 1-nél kisebb, 1-nél nagyobb vagy 1-gyel egyenld. Ilyen mértani helyként minden kupszeletet
megkaphatunk.

Az adott pont a kupszelet — egyik — fokusza, a rd nem illeszkedd egyenest dltalaban is a kupszelet vezéregyenesének
nevezik, az adott allandot pedig a kapszelet exzcentricitdsdnak. A feladat megoldasa ebben a formaban koézvetleniil is

7\° 1\?
megkaphat6 a (4) egyenletbdl: ha rendezés utan mindkét oldalhoz (’U + Z) +3 (v — Z) -t adunk, (ez a lépés az

eredmény ismerete nélkiil nem egészen magatol értet6ds), akkor

1\? 1\? 7\ 2 1 1\?
2 i = i 2} —3 =4+ w+ =4 z
u +<v 4>] 3<v 4> +<v+4) 3=4v" 420+ <v+4)

adodik. A bal oldalon a P pontnak a parabola fokuszatol valo tavolsaga négyzetének a 3-szorosa, a jobb oldalon
pedig a P vezéregyenestsl valo tavolsaga négyzetének a 4-szerese all. Az idézett tétel szerint tehat a mértani hely
egy olyan hiperbola, amelynek fokusza és vezéregyenese a parabola fokusza, illetve vezéregyenese. A tételben szerepls
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arany értéke 7 Akinek jo a szamérzéke vagy egy kicsit tovabb kisérletezik az (1) Gsszefliggéssel, az eljuthat ennek

az értéknek a jelentéséhez is. A most kovetkezd megoldasbol, amely a parabola érintSinek geometriai tulajdonsagait
felhasznalva kozvetleniil a fenti tétel alapjan talal ra a meértani helyre, ennek az ardnynak az értéke is kidertl.

II. megoldas. Tegyiik f6l, hogy az F' fokuszi v vezéregyenesti parabola a kiilsejében fekvs P pontbdl o szdgben
latszik. A fokusz tiikorképét a két érintére jelolje G és H; ezek a pontok, mint ismert, a vezéregyenesen vannak. Jelolje
végiil a P vetiiletét a vezéregyenesen T' (3. dbra).
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Ha v elvilasztja P-t és F-et, akkor a tiikrozések miatt GPH< = 2«, azért GPT< = «a. A GPT derékszogi
haromszodgben:
PT  PT

PG~ PF’
Ha P a v-nek ugyanarra az oldalara esik, mint F', akkor a 4. dbra szerint

Cosx =

GPT< =180° — a.
Ekkor a GPT derékszogli haromszogben:

PT PT
—cosa = cos (180° — ) = G~ PF

Mindez azt jelenti, hogy adott av # 90° sz6g esetén a

PT

|cosal = PP

feltétel pontosan azokra a P pontokra teljesiil, amelyekbdl a parabola a vagy 180° — o szogben latszik és a két lehetGség
aszerint valosul meg, hogy hogy a parabola vezéregyenese elvalasztja-e a P és az F' pontokat vagy sem. Az idézett tétel
szerint tehat a keresett mértani hely egy olyan hiperbola, amelynek a parabolaval kozos a fokusza és a vezéregyenese,
excentricitasa pedig |cos a.

Megjegyzés. A fentiekbdl az is leolvashato, hogy a = 90° esetén PT = 0, azaz ilyenkor a parabola vezéregyenesét
kapjuk.



