
Megoldás. A sorozat tagjai a képzési szabály miatt nyilvánvalóan pozitív egészek. Legyen (minden n-re) dn =
(an, an+1), ekkor dn+1 osztja an+1-et és an+2-t; ezért osztója dnan+2− an+1 = an-nek is. Így, dn+1 | an és dn+1 | an+1

miatt dn+1 osztója az an és an+1 legnagyobb közös osztójának, dn-nek is. Spe
iálisan kapjuk, hogy

dn+1 ≤ dn,

minden n-re.

Tegyük fel, hogy az (ak) sorozat periodikus; ekkor a szomszédos tagok legnagyobb közös osztóiból álló (dk) sorozat
is periodikus. Láttuk, hogy ez a sorozat monoton fogyó, ezért 
sak konstans lehet:

d1 = d2 = . . . := d.

Ha d = 1, akkor an+2 = an+1 + an > an+1 minden n-re, tehát a sorozat (a második tagjától kezdve) szigorúan

monoton növ®, így nem lehet periodikus. Ha d ≥ 3, akkor

an+3 + an+2 =
an+2 + an+1
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an < an+1 + an

szerint az (ak+1 + ak) sorozatnak van olyan részsorozata, amely szigorúan monoton fogyó, így maga a sorozat nem

periodikus. Akkor viszont az (ak) sorozat sem lehet periodikus, feltételünkkel ellentétben. Ezzel beláttuk, hogy d értéke


sak 2 lehet. A sorozat elemeinek képzési szabálya tehát a következ®:

an+2 =
an+1 + an

2
,

a sorozat minden tagja a megel®z® kett®nek a számtani közepe. Ebb®l szemléletesen látszik (illetve a fenti formulából

egyszer¶ átrendezéssel is adódik), hogy a sorozat szomszédos tagjainak különbsége minden lépésben felez®dik:
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Ha a1 6= a2, akkor |an+2 − an+1| =
|a2 − a1|

2n
mutatja, hogy az n elég nagy értékeire |an+2 − an+1| nem lehet egész,

ellentmondva annak, hogy az (ak) sorozat elemei (pozitív) egészek. Így a1 = a2, tehát (a1, a2) = 2 miatt a1 = a2 = 2.
Ebb®l következik, hogy a sorozat minden eleme is 2; ebben az egyetlen lehetséges esetben a (konstans 2) sorozat

valóban periodikus.
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