I. megoldas. A 4Rs, > b* + ¢ egyenl6tlenséget fogjuk igazolni. Mivel a bettiknek nincs kitiintetett szerepiik, az
is igaz, hogy 4Rs;, > a® + ¢® és 4Rs, > a® + b%. A harom egyenlGtlenséget Gsszeadva, 2-vel valo osztas utan nyerjiik a
bizonyitandé egyenlGtlenséget.

Mivel (2sa)2 =2b% +2¢% — a?, a 4Rs, > b® + ¢ egyenlGtlenség ekvivalens a

AR?(20% 4 2¢% — a?) > (b + &)’
egyenlGtlenséggel, amit (2R)*-nel osztva a szinusz tétel alapjan
2sin? B + 2sin® v — sin® @ > (sin? § + sin? 7)2
alakra hozhatunk. (A szinusz tétel alabbi alakjat hasznaltuk:

a b c

= = =2R.
sina  sinf  sinvy )

A sina = sin (B + ) = sin Bcosy + cos Bsiny és cos®> 2 = 1 — sin? & Gsszefiiggések alapjan a bal oldali kifejezés

sin“ 8 + 2sin“ v — sin® B cos® v — cos” Bsin” vy — 2sin Ssiny cos S cosy =
2.262.2 .Qﬁ 2 26.2 26 B
= sin? B + sin? v + 2sin? Bsin? v — 2sin Bsiny cos B cosy =

= (sin? B + sin® v)2+(sin2ﬂ—sin4 B) + (sin®y — sin® v) — 2sin Bsiny cos fcosy =

= (sin? B + sin® 7)2 + sin? B cos? B + sin? 4 cos? v — 2sin B siny cos f cosy =
= (sin? B + sin? 7)2 + (sin B cos 8 — siny cosv)®.
Ez valéban nagyobb vagy egyenlé a jobb oldalon 4ll6 kifejezésnél, és egyenlGség pontosan sin 3 cos f = sin -y cosy esetén
all fenn, vagyis ha sin 28 = sin 2.

Igaz tehat a feladatban megfogalmazott egyenlGtlenség. Egyenldség pontosan sin2a = sin25 = sin 27 esetén all
fenn. Ez csak ugy lehet, ha o = 8 = =, vagyis ha a haromszog szabéalyos.

A most kovetkez§ megoldasokban a haromszog koré irhato korének kozéppontjat K-val jeloljiik, a BC' oldal fele-
z6pontja pedig legyen F.

I1. megoldas. Az el6z6 megoldashoz hasonléan a 4Rs, > b? + ¢ egyenl6tlenséget igazoljuk. Az AF sulyvonal

meghosszabbitasanak a koré irt korrel vett metszéspontja legyen A’. A keriileti szdgek tétele szerint ABF< = CA'F<
(mindkeét sz6g az AC ivhez tartozo keriileti szog) és BAF< = A'CF< (mindkét szog az A’ B ivhez tartozo keriileti szog).

; AC FC

Igy az ABF és a CA'F haromszdgek hasonlok, hiszen szogeik egyenld nagysagiak. A hasonlésig miatt BA = FA’
b

amibsl A'C = %. Hasonléan, az ACF és a BA'F haromszogek hasonlosagabol kapjuk, hogy A'B = %.

Irjuk fel Ptolemaiosz tételét a BAC A’ hurnégyszogre:
AA"-a=A'C-c+ A'B-b.

Mivel AA’ a koré irt kor hirja, igy legfeljebb 2R hossztsagi. Ezt az észrevételt és korabbi eredményeinket felhasznalva
a kovetkez6t kapjuk:
AC-c+AB-b %-c+%-b A

2R > AA =

)

a a 25,

ezért a 4Rs, > b? + ¢? egyenl6tlenség valoban érvényes.

Egyenl@ség pontosan akkor van, ha az ABC haromszég mindegyik sulyvonala 2R hosszusagu hart metsz ki a koré
irt korbdsl, vagyis ha mind athaladnak a koré irt kor kozéppontjan. Ez akkor teljesiil, ha a stulypont és a koré irt kor
kozéppontja egybeesik, vagyis ha a haromszog szabalyos.



III. megoldas. Mivel K illeszkedik a BC' oldal felezémerélegesére, a BF és F'K vektorok mer6legesek egymasra:
BFK derékszogl haromszog, vagy pedig F' = K. Pitagorasz tétele szerint:

2
KF=+\/KB2— BF? = \|R? - (%) ,
ez az F' = K esetben is igaz.

Az AKF (esetleg elfajuld) haromszégben a haromszog-egyenlétlenség szerint |[AF — AK| < KF, azaz

|sa — R| <1/ R2 — (g)Q

A kapott egyenl6tlenséget négyzetre emelve, majd rendezve:

(sa—R)2§R2—(%)2, 2 +

b2 2
Ugyanigy kapjuk az s + T < 2Rsy és 52 + CZ < 2Rs. egyenlGtlenségeket. A harom egyenlGtlenséget Gsszeadva az

a2+ b2+

1 < 2R(Sq + Sp + Sc)

2 2 2
S, T sp +s.+

egyenl6tlenséget kapjuk. Ismert, hogy egy haromszog stulyvonalainak négyzetdsszege egyenld az oldalak négyzetdssze-

gének Z—szeresével. Igy

2,12, .2
a®+b* +c
2R(sa+sb+sc)25§+s§+sg+?:

3 1
:Z(a2+b2+02)+1(a2+b2+c2):a2+b2+02,
ami épp a bizonyitandé allitas.
Az el6z6 megoldasban latottakhoz hasonloan gondolhat6 meg, hogy pontosan akkor van egyenlGség, ha a haromszog
szabéalyos.

IV. megoldas. K-bol az A, B, C csucsokba mutaté vektorok legyenek rendre x, y, z. Mivel K a koré irt kor
kozéppontja, az x, y, z hossza R.
A haromszog BC oldalanak felez6pontjabol az A csucsba mutatdé vektor x — YTH, ennek hossza pedig s,. Két

+z
2

vektor skalaris szorzata kisebb, vagy egyenls, mint a vektorok hosszanak szorzata, ezt az észrevételt az x és az x—

vektorokra alkalmazva a kovetkezSket kapjuk:

x.<x—y;Z>§Rsa, 2x2—xy—xz§2Rsa.

Teljesen hasonl6an igazolhatok a
2y? —yz — yx < 2Rsy, és 22> — zx — zy < 2Rs.

egyenlGtlenségek. A harom egyenlGtlenséget Osszeadva, majd a kapott egyenlStlenség bal oldalat atalakitva éppen az
igazolando6 allitast kapjuk:

2x% 4 2y? + 22 — 2xy — 2yz — 2zx < 2R(s, + Sp + S¢),

2h(y—2)%+(z—x)? < 2R(sa+ sp + Se),

(x—y)
A+ +32< 2R(sq + sp + Sc),

hiszen az x —y, y — z, z — x vektorok hossza rendre ¢, a, b.
Ko6nnyen meggondolhatd, hogy egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha a haromszog szabéalyos.



