Megoldas. Jeloljiik a négyszog oldalait a, b, ¢ és d-vel, az atlok metszéspontja altal kapott szakaszokat z, y, u és
v-vel, az dbra szerint.

A kapott derékszogi haromszogek oldalaira irjuk fel a Pitagorasz-tételt:

22 402 = a2, v+ u? = 2,
2% +u? = b y? +0? = d%
Az els6 két egyenletbdl:
0 — = a? — 12,

a masik kett&bdl:
v —u?=d? - A

A bal oldalak egyenléségébdl kovetkezik a jobb oldalak egyenlGsége, azaz
a? —b* =d* -
Innen
d?> =a® 4+ -2
Ugy kell tehat megvalasztanunk az adott oldalakat, hogy d? > 0 legyen.
Ez két esetben teljesiil: ha a =8, c =4 és b =1, ekkor

d=+64+16—1=+79 ~ 8,89;
vagy a =8, c=1és b =4, ekkor

d=v64+1-16=T1.

Ilyen négyszogek valoban léteznek, ezt mi nem bizonyitjuk, bar ez hozzatartozna a feladat megoldasahoz. Ezt verseny-
z6inkt6l sem vartuk el.

1 ‘ 8

8,89

Megjegyzések. 1. A megoldasok lényegében azt hasznaltdk fel, hogy a meréleges atloju négyszogek esetében a
szemkozti oldalparok hosszainak négyzettsszege ugyanannyi. (Ha az oldalak ebben a sorrendben a, b, ¢, d, akkor
a® + c? = b* + d%.) Ebbdl az sszefiiggésbol szamoltak ki a negyedik oldalt.

Ahhoz, hogy az Gsszefiiggés alapjan meghatarozott négyszog atloi merdlegesek, azt is be kellene latni, hogy az
a® 4 2 = b% 4 d? Gsszefiiggesbol kovetkezik az atlok merclegessége. Legyenek A, B, C, D a négyszog cstcsai és legyen
AC az egyik atlo6. A B és D cstcsokbol erre bocsatott merélegesek talppontja legyen P és @ ugy, hogy P van az A-hoz
kozelebb. Legyen |AP| = z, |PQ| = z és |@QB| = y. A talppontoknak a megfelels cstcstél mért tévolségai legyenek
u és v. Ekkor Pitagorasz tétele szerint a szemkoztes oldalparok hosszanak négyzetosszegei x> + u? és y> + v2, illetve
(z+2)° + 0% és (z4y)” +u Igy az

(@ ) 4+ (5 +07) = (2 + 2 +07) + (= + 0)° +0?)

egyenlGséget nyerjiik. Ebb6l 0 = 2z(z +y) + 222 kovetkezik. Innen z = 0, vagyis a két mercleges talppontja egybeesik,
tehat a két atl6 merGleges egymasra.

2. Konnyen belathato, hogy a fenti gondolatmenet konkav négyszog esetében is alkalmazhato.

3. A keresett d oldallal szemben elvileg a, b, ¢ barmelyike lehetne. A szimmetria miatt ez harom megoldast adhatna.
Ha példaul a van szemben, akkor d> = b® 4+ ¢® — a?. Ez kell, hogy pozitiv legyen, mert d> > 0. A b? + ¢? — a? kifejezés
biztosan pozitiv, hacsak nem a > b, c. Ebben az esetben is pozitiv, amennyiben a® < b? + ¢®. Ez azt is jelentheti, hogy
a?, b?, ¢? egy haromszog oldalai. Ekkor van harom eset; egyébként kettd.



