1.1. kérdés. Barmilyen alkalmas egyenlet felhasznalasidval megkaphatjuk a kérdéses mennyiségek dimenzidjat.
Példaul a kovetkezd kinalkozo lehetGségekkel élhetiink:
I) A Planck-6sszefliggés alapjan:

w=E = [hV]=[E] = [n=[E] - '=ML*T"

) [c] = LT .
III) A tomegvonzasi térvény alapjan:

mi -mo
2

F=r = [G]=[F|[r)’[m] > = M 'L3T2
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IV) Az ekviparticio tétel segitségével: F = 5/{36‘, ahol #-val jeloltiik a hémérsékletet. Ennek alapjan [kg] =
[E)0)" = ML>T 2K 1.
1.2. kérdés. Példaul a Stefan—Boltzmann-torvény felhasznalasaval:

Teljesitmény

o p4
Feliilet o0
amibél [o]K* = [E]L 2T~ = [o] = MT 3K~

1.3. kérdés. Egy szamfaktortol eltekintve a Stefan—Boltzmann-allandé a kovetkezd alakban irhato fel: o =
h*PGTEY, ahol a, 3, v és § értékét dimenzidanalizissel allapitjuk meg: [o] = [h]*[c]’[G]"[ks]°, ahol példéul [o] =
MT 3K~ Szép sorjaban irjuk be az Gsszes dimenziot:

MT3K* = (ML*T )" (LT (M 137 2)" (ML*T K1) =
_ Maf'y+5L2a+5+3'y+26Tfa7ﬁf27726K76_

A hatvanykitevek egybevetésébdl a kdvetkezs egyenletrendszert kapjuk:

a—v+d=1 a= -3,
20+ B+3vy+20=0 B=-2, o kg
a4 —B—2y—20=-3 = N =0, vagyls U—Cth.

2.1. kérdés. Az eseményhorizont A teriilete a fekete lyuk m tomegétsl, a ¢ fénysebességtsl és a G egyetemes
gravitacios allandotol fiigg: A = Gc’m”. A dimenzidanalizis médszere mar a kényokiinkon jon ki:

4] =[G =
= L= (MUAT)N (LT (M) = MoetT et s,

Most csak harom ismeretlent tartalmaz az egyenletrendszer:

—a+v=0 a =2, 2032
3a+ =2 = [ =-4, vagyis A:m—4.
—20—f3=0 =2, ¢

2.2. kérdés. Az entropia dS = dQ/0 termodinamikai definicidja (d@Q) a hokozlés mértéke, 6 pedig a rendszer
abszolut hémeérséklete) alapjan az entropia dimenzioja: [S] = [E][0] ' = ML*T 2K~ 1.

2.3. kérdés. Az n allando dimenziojat Bekenstein nyoman (n = S/A), valamint az alapvetd fizikai allandok (h, c,
G és k) fiiggvényeként igy fejezhetjiik ki:

] = [S)A] " = MT 2K,
] = [G]O‘[h]ﬁ[c]"*[kg]‘s — M otBHS [ 3at 2Bty +28p—20— -y =28 fr 6

A hatvanykitevk Osszevetése megint négyismeretlenes egyenletrendszerrel 6rvendeztet meg minket, ami azonban csak
harom ismeretlennel bir:

—a+B+6=1 a=-1,
3a+28+v+25=0 8 =-1, . kg
20— By —25=—2 = v =3, vagyis n_—Gh.

0=1 0=1,



A tovabbiakban mér nem kell hasznalnunk a dimenziéanalizis modszerét, ami nagy 6rom, mert mostanra még a
legelszantabbak is val6szintleg megcsomorlottek téle.

3.1. kérdés. A termodinamika els6 f6tétele alapjan dE = d@Q + dW, ahol kozelitésként feltessziik, hogy dW = 0.
Az entropia dS = dQ/60 definiciojat felhasznalva ezt kapjuk: dE = 0y dS + 0.
k
Hasznaljuk fel, hogy S = Gk 2

mm’, E = mc?. Igy a fekete lyuk Hawking-hGmérsékletére a kovetkezs Osszefiiggést
c
kapjuk:

g~ A (ASNT_ a(dS)\
"7as T \4E) " \dm) -
Elvégezve a derivalast, megkapjuk a végeredményt:
O — 1\ h 1
H= 2 GkB m'

Megjegyezziik, hogy a végeredményben talalhat6 1/2-es faktornak nincs jelentGsége, elhagyhato, csak a derivalas miatt
maradt az Osszefiiggésben.

3.2. kérdés. A Stefan—Boltzmann-torvény az egységnyi feliiletre jutd kisugarzott teljesitményt adja meg. Figye-
lembe véve az E = mc? Osszefiiggést is, a kovetkezs egyenleteket irhatjuk fel:

dE
E:—UG%IA
4
sz_Bg L opdm K (Fh 1) me?
?ngGQ “Tat T e 2Gkg m ct
A= a
E =mc?

Az egyszertsitések elvégzése utan:

dt 16 G2 om?’
3.3. kérdés. A valtozok szétvalasztasaval a kovetkezs integralt végezhetjiik el:
dm 1 ¢*h 1 9 ch 3cth
—_— = — dm=— | —=dt 3(t) = m3(0) = ———t.
dt 16G2m2:>/mm /16G2 = i) =mi0) = 15z
Amikor a fekete lyuk ¢t = ¢*-kor teljesen elpérolog:

* * 16G2 3
3.4. kérdés. A fekete lyuk Cy hékapacitasa megmutatja, hogy a 8 hémérséklet egységnyi megvaltozasahoz mekkora
E energiavaltozas tartozik:

dE
Cy = )
E =mc? = Cy = —2Gk8m2.
03h 1 ch
" 2Gkp m

4.1. kérdés. Ujra a Stefan-Boltzmann-térvény adja meg a fekete lyuk egységnyi feliiletének energiaveszteségi
itemét. A fekete lyuk kozmikus hattérsugarzas miatti energia nyereségét egy hasonld Osszefiiggés irja le. Ezt gy
lathatjuk be, hogy termikus egyensilyban a teljes energia véltozésnak el kell tiinnie. Ebbé&l az kovetkezik, hogy az
energia nyereség itemét a Stefan—Boltzmann-torvénnyel teljesen megegyez6 formula jellemazi:

dE 4 4 2

— = —0gf A—|—O'94BA dm hc 1 G 4 9
= e kgt .

th:mc2 dt 16G2 m? + cSh3( Bls) m

d
4.2. kérdés. Vegyiik a d—ﬂ; = 0 esetet:

het 1 G? 4 h 1
—— —— + ——(kp#@ 2 =0 ib6l e —
16G2 m*2 + cSh3( Blp) m ) AIHHDOLm 2Gkp 0B



4.3. kérdés.
0B

- Aho 1 N dm het 1 m?
- 2Gkp m* dt — 16G2 m?2 '

C ot
4.4. kérdés. Hasznaljuk fel a 4.2. és a 3.1. részkérdésekre adott valaszeredményeket:

ASh 1 - Aho 1

* * _

= - = = 0p.
m 2G/€B 6‘3 e 2G/€B m* B

Ugy is érvelhetiink, hogy m* felel meg a termikus egyensulynak. Igy m = m”* esetén a fekete lyuk hémérséklete 6.
Az is elfogadhaté megoldas, hogy termikus egyensily esetén
E
Cfi_t =—0(6** —05)A=0, amibsl 6" =0g.

4.5. kérdés. A 4.3. eredmény alapjan megmutathat6, hogy az egyensily instabil:

dm
dm het 1 m?* m>m* — > 0.
dm _ kel (1o - T
dt 16G? m?2 m*4 m<m m

E < O.

Kénya Gabor (aki maximalis pontszamra irta meg az elméleti feladatok megoldasat) a kovetkezs kiegészitéssel latta
el dolgozatat a didkolimpidan. Munkéjat, amelyben dimenzidanalizis nélkiil, alapvet6 fizikai megfontolasok segitségével
vezeti le a Hawking-probléma kevéssé ismert formulait, valtoztatas nélkil kozoljik.

A(m), 8 (m), S(m) képletek egy alternativ levezetése:
Vegyiink egy p impulzust fotont a fekete lyukban, a kézépponttol r tavolsagra. A foton teljes energidja:

p
c

m G
pc— G <0 = rg—zm.
r

C

Az eseményhorizont sugara és feliilete:

2, 2 2.2
Gm és A:47TR2:47TGm sz

R=—
c? ct ct

h
Az R sugard gbmbbe zart foton impulzusat a hatarozatlansagi relaciobol p = R—nek becsiilhetjiik. Egy foton mozgasi
energiaja:
he  he* he?

PEmRTGm ~ Gm
o pc _ he? o
A rendszer hémérséklete: 6y ~ T Ok (ekviparticio-tétel). A rendszer entropidja:

m

dme®*) Gk 1 , Gk
S = = —_— . — ~ —— . .
/ O he 27 T e "
S ke
n== 2 _ Allando.

Az eredmények megegyeznek a dimenzidanalizissel kaphatokkal, de az S ~ A Osszefliggést bizonyitottuk, nem
feltételeztiik.



