I. megoldas. A binomidlis tétel szerint:
n n n i n—1i
(va+va) =3 (1)veve
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Vegyiik észre, hogy ha n paratlan, akkor az el6bbi Gsszeg mindegyik tagja a; - V2 (ha i paratlan), vagy a; - V3 (ha 4
paros) alakt, ahol minden 0 < i < n-re a; egész szam. Fejtsiik ki (\/54— \/g)"—t n = l-re és n = 3-ra, abban bizva, hogy
a kapott egyenletekb6l ki tudjuk fejezni v/2-t (\/5 +V3 )1 és (\/5 +V3 )3 raciondlis egyiitthatés kombinacidjaként:

(V2+v3) = V2 + V3,
(V2+v3)* =2V2 +6v/3+9v2 + 3V3 = 11v2 + 9V3,

A két egyenlet Osszevetésébsl

(V2+v3)° -9 (vV2+3)

V2= 2

adodik, kovetkezésképpen a
(z) = l 3 _ 9
p(x 2:10 2:10

raciondlis egyiitthatés polinom megoldasa a feladatnak, hiszen a fentiek szerint p(\/i +3 ) =2
IL. megoldas. Mivel (V2+ \/5)2 = 5+2V6, V6 el6all ¢(v2++/3) alakban, ahol g racionalis egyiitthatos polinom,
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x . Ha 2 = v/2 + /3, akkor

nevezetesen: ¢(x) =

2 -5
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= (V2+V3) V6 =V12+ VI8 = 2v3 +3V2.
Az © = V2 + /3 egyenl6ség felhasznalasaval kapjuk, hogy
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Tehat a
p(x) = 3%~ 3%
polinom megfelel a feltételeknek.

Megjegyzés. Vizsgaljuk meg, melyek azok a racionélis egyiitthatés p polinomok, amelyekre p(\/§ + \/§) = /2. Némi

szamoldssal igazolhato, hogy az 1, V2, V3, V6 szamok a racionalis szamtest felett linearisan fiiggetlenek, azaz, ha rq,
r9, T3, T4 racionalis szdmokra
ol 47re V2413 V341 V6 =0,

akkor sziikségképpen r1 = ro = r3 = 74 = 0. Ha p(z) legfeljebb harmadfoki, akkor p(z) = ax® + ba? + cx + d, ahol a,
b, ¢, d racionalis szdmok. Pontosan akkor teljesiil, hogy

p(V2+V3) —vV2=a(11v2+9vV3) +b(5+2V6) + c(vV2+V3) +d— V2 =
=Bb+d) -1+ (1la+c—1)V2+ (9a+ ¢)V3 + 20v/6 = 0,
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habb+d =1la+c—1 = 9a+ c = 2b = 0. Ennek az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van: a = o
9

b=0,c= 5 d = 0. Azt kaptuk tehat, hogy a legfeljebb harmadfoktu polinomok koéziil pontosan egy teljesiti a
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feladat feltételeit: 51:3 — 5:10 Koénnyen ellenérizhets, hogy V2 ++3 gyoke az x* — 1022 + 1 polinomnak. Legyen most
p tetszoleges racionalis egyiitthatos polinom. Osszuk el maradékosan (z* — 1022 + 1)-gyel:
p(z) = (z* — 102 4+ 1)s(z) + r(z),

ahol r és s racionalis egyiitthatos polinomok, r legfeljebb harmadfoka. Az z* — 1022 4 1 polinom valasztasa miatt
p(\@ + \/§) = r(\/§ + \/§) Tehat p pontosan akkor felel meg a feltételnek, ha r is megfelel. Mivel r legfeljebb
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harmadfoku, ez azzal ekvivalens, hogy r(z) = 5:103 — 51: Az eddigieket Gsszefoglalva, p pontosan akkor elégiti ki a
feltételeket, ha
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p(z) = (z* — 1022 + 1)s(z) + 51:3 — 3%

ahol s tetsz6leges racionalis egyiitthatos polinom.



