I. megoldas. Megmutatjuk, hogy ilyen elGéllitas nem létezik. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, tehéat van olyan s(x)
polinom, amelyre sin2z = s(sinz) teljesiil minden = valos szamra. Az ugyancsak minden valds z-re igaz sin2z =

2sinz cosz, illetve a [cosz| = V1 — sin? x azonossagok felhasznalasaval kapjuk, hogy ekkor
s(sinz) = 2sinzV1 —sin® x
T W}

fennall minden olyan = val6s szamra, amelyre cosz = |cosz|. Ez utobbi nyilvan teljesiil, ha példaul x € [—5; 3]
Ezen a halmazon a szinuszfiiggvény végtelen sok kiilonboz6 értéket vesz fol, az értékészlete a [—1; 1] intervallum. Az s
polinomra tehét teljesiilnie kell, hogy minden y € [—1; 1] szamra

(1) s(y) = 2y/1 —y2.

A jobb oldal négyzete egy negyedfoki polinom, igy az s polinom négyzete, amely maga is polinom, a [—1; 1] interval-
lumon egyenls egy negyedfokd polinommal. Ismeretes, hogy ha két polinom végtelen sok helyen ugyanazt az értéket
veszi f6l, akkor a két polinom azonosan egyenls. Az s négyzete tehat egyenld egy negyedfoku polinommal, igy az s
polinom sziikségképpen mésodfoki.

Ha most (1)-ben az y helyére rendre 0-t, 1-et, majd —1-et helyettesitiink, akkor eredményiil mindharom esetben
0-t kapunk: ez a masodfokt polinom teh&t harom kiilonb6z6 helyen a 0 értéket veszi f6l. Ez nem lehetséges, a szoéban
forgo6 polinom tehat nem létezik.

IT. megoldas. Tegyiik fel most is, hogy sin 2z = s(sin ) minden a-re és helyettesitsiink « helyére (g — x) -et. Az
ismert Osszefiiggések felhasznalasaval ebbdl azt kapjuk, hogy

sin 2 (g - x) =sin (7 — 2z) =sin2x = s (sin (g - :1:)) = s(cos ).

Az s polinomra tehat sin2z = s(cosz) is teljesiil minden valos z-re. Vegyiik észre, hogy az egyenl6ség jobb oldalan
egy pdros fliggvény all, hiszen a bels6 fliggvény paros. Az z — sin 2z fiiggvény viszont nem péaros fiiggvény. Annyira
nem az, hogy paratlan; az egyetlen kiat az lehetne, ha azonosan nulla volna, de persze nem az. Valéban nem létezik
tehat a keresett elGallitas.

Megjegyzések. 1. A masodik megoldasbol valamivel jobban latszik, mi a kiilonbség a latszolag egyenrangt koszinusz-
, illetve szinuszfiiggvények k6zott: az utobbi szimmetridinak a szerkezete akadéalyozza meg a keresett alakot. Ha az © —
cos 2z fiiggvény ,feltételezett” elGallitasara alkalmazunk hasonlé mandvert, akkor a — cos2z = s(sinz) egyenlGséget
kapjuk. Ezzel viszont nincsen semmi baj, ugyanis abboél, hogy egy Osszetett fliggvény (a jobb oldal) belsd fiiggvénye
pdratlan, az égvilagon semmi nem kovetkezik a teljes fiiggvényre.

2. A masodik megoldasban mintha egyéltalan nem kellett volna hivatkoznunk arra, hogy a szoban forgé s fiiggvény
polinom; gy tiinik, ez a bizonyitds azt adja, hogy egyaltalan nincs ilyen fiiggvény. Ahhoz képest, hogy milyen jo kis
matematikat csinaltunk az els6 megoldasban, a feladat szovegezése jokora kodosités; valojaban egyszeriibb dologrol
van sz6. Igy végiil a masodik megoldas is tomorebben és célratorébben fogalmazhato:

II1. megoldas. Tegyiik fel, hogy az s olyan fiiggvény, amelyre
s(sinx) = sin 2z

minden z-re. Ekkor példaul s <sin 3—7T) = sin 3—7T = —1, masrészt s (sin z) = sing = 1. Mivel sin ?ZTW = sin
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azért s (%) értéke egyrészt —1, mésrészt 1; ilyen fliggvény tényleg nincsen.



