I. megoldas. A diszkusszi6 elkeriilése érdekében mindenhol iranyitott szogeket fogunk hasznalni. Az XY Z< jelolés
azt fogja jelenteni, hogy az XY egyenest mekkora szoggel kell pozitiv irdnyban elforgatni, hogy az Y Z egyenest kapjuk.
A sz6g természetesen csak ,modulo 180°” értelemben egyértelmti; két széget azonosnak tekintiink, ha a kiilonbségiik a
180°-nak tobbszorose.

El6szor kimondjuk az iranyitott szogek néhany alapvetd tulajdonsagat, koztiik néhany, az iskolabdl is jol ismert
tételt, amelyet alkalmazni fogunk.

(1) Ha P, A, A’} illetve P, B, B’ kollineéris pontok a sikon, akkor
APB< = A'PB'«.

(2) APB<+ BPC< = APCq, specialisan APB< = —BPA<.

(3) Az ABC héaromszogben ABC<t+ BCA<+ CAB< = 0.

(4) Az ABC haromszogben AB = AC akkor és csak akkor teljesiil, ha
ABC< = BCA«.

(5) Rogzitett ¢ # 0 mellett azon P pontok mértani helye a sikon, melyekre APB< = ¢, egy A-n és B-n atmend
kor. Specialisan A, B, C, D pontok akkor és csak akkor illeszkednek egy korre, ha ACB< = ADB<.

Térjiink most ra a bizonyitasra. Jeloljik k kozéppontjat O-val, az AB és { egyenesek metszéspontja legyen M.
Huzzunk parhuzamost f-lel B-n keresztiil, jeloljiik ezt ¢'-vel, és legyen CE és £ metszéspontja C’'. A C’-bél hazott
érintSk egyenls hosszusagiak, tehat C'E = C'B. Az EC'B egyenls szara haromszdget E-bsl kdzéppontosan nagyitva
kapjuk, hogy CE = CF (1. dbra).

C M F

1. dbra

Legyen a C kozéppontt, F-n atmend kor k'. A k kor pontjaira alkalmazva (5)-6t kapjuk, hogy EGF< = EGA< =
EBA< = EBO<. Az OEB egyenl6 szara haromszogben EBO< = OEB<, igy EGF< = OEB< = OEF <. Ez utébbi
a k' érintészart keriileti szoge, hiszen OF és CE mer6legesek. Tehat az EGF< éppen a k' kor pontjainal adodo szoggel
egyenld, igy a k' kor G-n is atmegy. Tehat CE = CF = CG, igy CE és CG a C-b6l a k-hoz hizott két érinté (2. dbra).

A BM FG hurnégyszog, mert két szemkosti szoge derékszog. (5)-6t alkalmazva erre a négy pontra is (3. dbra),
CFGa=MFA<=90° - FAM< =90° - GAB< =

=90° - GDB«x = ADB< — GDB<« = ADG< = CDG«.

Tehat (5) szerint C, F, G, D egy korre illeszkednek.



Jeloljiik DF és k méasodik metszéspontjat G'-vel, és legyen GAB< = GDB< = ¢ (4. dbra). A CFGD hurnégy-
szogb6l, az AMF' derékszogi haromszoghdl és a CFG egyenld szard haromszogbdl:

GDG'a=GDF<1=GCF<1=—-20FGa = -2(90° — FAM«) = 29 = 2GAB<.

A DB egyenes tehat felezi a GDG' szdget, vagyis a B pont felezi a GG’ ivet.
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II. megoldas. Jeloljiikk H-val a BD és EG egyenesek metszéspontjat, és alkalmazzuk a Pascal-tételt az FEBDAG
elfajult harhatszogre (5. dbra). A szemkozti oldalak metszéspontja C, F'| illetve H (az E'E oldal a kérhéz E-ben huzott
érints); a Pascal-tétel szerint ez a harom pont egy egyenesen van. Tehat a H pont is illeszkedik az ¢ egyenesre.

Legyen G’ a k kor és DF mésik metszéspontja, és alkalmazzuk most a Pascal-tételt a GG’ DBBE elfajult hatszogre
(6. dbra). Az F és a H pont két-két szemkozti oldal metszéspontja, ezért a harmadik oldalpar, vagyis a GG’ egyenes
és a k-hoz B-ben huzott érint6 metszéspontja is az FFH = ¢ egyenesen van. Mivel az érint6 parhuzamos /¢-lel, ez csak
akkor lehetséges, ha GG’ is parhuzamos veliik, tehat G és G’ az AB &tmérdre szimmetrikus.




III. megoldas. Definidljunk a k£ kor pontjain egy kétvaltozos miiveletet, amelyet az 6sszeadashoz hasonléan a +
jellel fogunk jelolni, a kovetkezdképpen. Valasszunk ki egy tetszéleges, f-re nem illeszkedd O pontot a korén. A kor
barmely X, Y pontparjara szerkessziik meg ¢ és az XY egyenes metszéspontjat. (Ha X =Y, akkor az XY egyenes az
érints. Ha a két egyenes parhuzamos, akkor a metszéspont ¢ idealis pontja.) A metszéspontot kossiik Gssze O-val, és
szerkessziik meg az egyenes és a kor masik metszéspontjat. (Ha az egyenes érinti a kort, akkor a méasik metszéspont
is O.) Ez a pont legyen X +Y (7. dbra).
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A + mivelet a definicié alapjan biztosan kommutativ, X +Y = Y + X. Az is igaz, hogy asszociativ, azaz

(X+Y)+Z =X+ (Y + Z) tetszoleges X, Y, Z pontok esetén. Ez a tulajdonsag ekvivalens a Pascal-tétellel (8. dbra)

Ezen kiviil kénnyen ellendrizhets, hogy tetszéleges X pontra X + O = X, és létezik olyan Y pont, amelyre
X +Y = 0. (Ezt a pontot mostantél jeldlhetjiik (—X)-szel is.) Osszefoglalva, a kor pontjai ezzel a + miivelettel egy
kommutativ csoportot alkotnak, amelynek neutralis eleme az O pont.

Térjiink most ra a feladat allitdsanak bizonyitaséra. Legyen O = A, és jeloljik H-val a DF egyenes és k mésodik
metszéspontjat. Azt akarjuk megmutatni, hogy GH parhuzamos az ¢ egyenessel, ami azt jelenti, hogy G + H = O
(9. dbra).

10. dbra



Az abrarol jol leolvashato, hogy B+ B =0, E+ E=D é B+ E =D+ H = G. Ezekbdl

G+H=(B+E)+(B+E-D)=(B+B)+(E+E—-D)=0+0=0.

Megjegyzések. 1. A felhasznalt + miiveletet az algebrai geometriabol, a harmadfokt gérbék elméletébdl vettiik at. Ha
v egy harmadfoku sikgorbe (amelyet tehat egy kétvaltozos harmadfoka egyenlet ir le), és O a vy egy tetsz6leges pontja,
akkor a gorbe pontjain a feladatban leirt médon értelmezhetiink egyfajta osszeadast (10. dbra). Ezzel a miivelettel a
gorbe pontjai mindig kommutativ csoportot alkotnak.

A megoldasban azt az elfajulo esetet alkalmaztuk, amikor v a k kor és az £ egyenes unidja. A + miivelet ebben az
esetben is értelmezhets a teljes gorbén, bar két f-en fekvs pont Gsszegét méshogy kell definidlni. A megoldéashoz csak
k pontjaira volt sziikségiink, amelyek a teljes csoportnak egy részcsoportjat alkotjak.

2. A pontok kozotti Gsszefiiggésekbdl tobb més geometriai tény is kdnnyen levezethetd. Példaul kdnnyen ellenériz-
hets, hogy G+ G=FE+ E, B4+ G =FE és B+ D = G+ E. Ezek geometriai allitasokra leforditva azt mondjak, hogy
CG is érinti a kort, tovabba a BG és AE, illetve BD és GE egyenesek metszéspontja is ¢-re esik. (Ezeket a pontokat
is feltiintettiik a 9. abran.)

A dolgozatok tanulsagai

A legtobb versenyzé az I. megoldéshoz hasonlo elemi tton a szdgek Gsszeszamolasaval és a keriileti szogek tételének
tobbszori alkalmazaséval — de elGjeles szogek hasznélata nélkiil — oldotta meg a feladatot. Ezen a dolgozatoknak nagy
részében a diszkusszio részben vagy teljesen hidnyzott. A teljes megoldashoz az dbranak és a pontok elhelyezkedé-
sének legalabb 4-féle valtozatat kellett volna megkiilonboztetni, ezt egyediil Bogdr Péter tette meg. Azok, akiknél a
diszkusszio teljesen hidnyzott, és a megoldast csak az dbra egyféle elrendezésére szamoltak végig, 3 pontot kaptak.



