Megoldas. 1. eset. A cikkben leirt eljarashoz hasonldéan szamozzuk a lapokat — feliilrél lefelé haladva—a0,1,2,...,51
sorszamokkal. A kezdetben legels6 és legutolsé kartya mindig a helyén marad, egyébként egy keverés utan a k-adik
lap arra az yg-adik helyre keriil, amelyre y; = 2k (mod 51) (k =1,2,...,50). Ha n-szer egymas utén keveriink, akkor
tehat az eredetileg k-as sorszamu kartya a 2" k-adik helyre keriil (mod 51). Akkor lesz mindegyik lap az eredeti helyén,
ha minden k£ = 1,2,...,50-re 2"k = k (mod 51) teljesiil, azaz 2" = 1 (mod 51). A 2 hatvanyait modulo 51 egymaés
utéan felirva:

2! =2 (mod 51), 25 =32 (mod 51),

22 =4 (mod 51), 20 =64 =13 (mod 51),

23 =8 (mod 51), 27"=2-13=26 (mod 51),

2* =16 (mod 51), 22=2.26=52=1 (mod 51);

ezek szerint n = 8 az a legkisebb szam, amelyre ez megvalésul, vagyis a nyolcadik keverés utan all vissza el6szor az
eredeti sorrend.

2. eset. Most ugy tudjuk a legkdnnyebben nyomon kovetni a kartydk mozgasat, ha a lapokat 1-t6] 52-ig szamozzuk.
Ekkor a k-adik lap a 2k-adik helyre keriil (mod 53), az n-edik keverés utan tehat a 2"k-adikra (mod 53). Ezuttal
tehat azt a legkisebb n értéket keressiik, amelyre 2" = 1 (mod 53). A 2 hatvanyait sorban felirva (mod 53) elég
sokaig kellene varnunk, amig az 1 el6szor felbukkan. Meggyorsithatja a szamolast, ha lesziikitjiik azon n szamok korét,
amelyek széba johetnek. Mivel 53 primszam, a kis Fermat-tétel szerint 2°% = 1 (mod 53), azért a 2 hatvanyai modulo
53 periodikusan ismétlddnek, és a periodus hossza 52. Feladatunk a legkisebb periodus (jelolje azt p) megtalaldsa, mivel
arra egyrészt 2P = 2P7P =1 (mod 53) — vagyis n < p —, mésrészt 2" =1 (mod 53) miatt a 2 hatvanyai periodikusak
modulo 53, igy p < n; tehat valoban p = n. A legkisebb periddus minden periddusnak, igy 52-nek is osztdja, azaz csak
1,2, 4, 13, 26 vagy 52 lehet. Tekintsiik a kovetkezd 2-hatvanyokat:

21 =16 (mod 53),
28 =162 =256 = —9 (mod 53),
216 = (—9)> =81 =28 (mod 53),
ezért,
226 = 21698 .92 =98.(—9).4=6-(-9) = -54=—-1#1 (mod 53).

Ez azt jelenti, hogy 26 nem periédus, ezért 13 sem, az 1, 2, 4 pedig nyilvin nem az. Tehat a legrovidebb peridédus 52,
vagyis az eredeti sorrend el6szor az 0tvenkettedik keverés utan all vissza.



