I. megoldas. A feltétel szerint S pozitiv, azért S? és S minimuma egyszerre létezik, S minimuma S? minimumaénak
a négyzetgyoke és a két minimumot a valtozék ugyanazon értékeire kapjuk. Szamoljuk tehat ki S négyzetét:
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Rendezziik at a kapott egyenl&séget és csoportositsuk a jobb oldalon a tagokat:
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A jobb oldal a szamtani és a mértani kdzép kozti egyenlGtlenség szerint nagyobb vagy egyenls, mint
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Azt kaptuk, hogy S? > 3; a bevezetében mondottak szerint tehat S-nek a megadott feltételek esetén létezik legkisebb
értéke és az /3. Az is lathato, hogy az egyenl6ség feltétele az, hogy mindharom szamtani-mértani egyenlétlenségben
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az egyenlGség teljesiiljon, amire pontosan akkor keriil sor, ha @ _ % = —c, azaza=b=c= \/?_
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Megjegyzések. 1. Az olvaso felismerheti a 2005. oktoberi szamunkban ismertetett Muirhead-tétel modszerét. A

feladat lényegében az
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egyenl6tlenség igazolasa volt. Ennek szimmetrikus valtozata a Muirhead-tétel szerint igaz, hiszen (2;2; —2) = (2;0;0).
A feladat allitasa ennél élesebb, itt mar a ciklikus permutaciok kozott is fennall az egyenlGtlenség. Ez azon mualik,
hogy a B(2;0;0) pont benne van az A;(2;2; —2), A2(2; —2;2), A3(—2;2;2) pontok konvex burkidban: az Ay Ay szakasz
felez6pontja.
2. Masképpen is bebizonyithatjuk a fenti megoldasban kulcsszerepet jatszoé
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egyenlGtlenséget. A bal oldal kétszeresében a tagokat alkalmasan csoportositva
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A jobb oldalon a zaréjelekben rendre egy-egy pozitiv szdmnak és a reciprokanak az Gsszege all, amelyrdl ismeretes,
hogy legalabb 2. Igy 2Q > 2(a® + b* + ¢?) és ezt akartuk bizonyitani.

II. megoldas. Azt fogjuk igazolni, hogy S > V3. A pozitiv nevezskkel valo szorzas utan elegend§ azt bebizonyitani,
hogy v/3abe < a®b? + b*c? + ?a’.
Vezessiik be az © = ab, y = be, z = ca valtozokat. Ezekkel az eredeti valtozok négyzete rendre
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A feltétel a nevezdkkel valo szorzés utan az Gj valtozokra nézve azt jelenti, hogy 22y +14?2%42%2% = 2yz, a bizonyitando

allitas pedig azt, hogy
V3xyz < x? +y? + 22

Szyz <at 4yt 2t 4+ 2(3:2y2 +y222 4 22132).
Az j valtozokra kapott feltételbdl helyettesitsiik be zyz négyzetosszeg alakjat:

Négyzetre emelve

3222 + 3222 + 3% <2t 4yt 42t 4 2(3:2y2 +y222 4 223:2).
Rendezve és 2-vel szorozva

0<at 4yt — 2222 4yt + 20 — 2222 + 24 4ot — 2222 =

= (w2 — y2)2 + (y2 — 22)2 + (22 - x2)2_

A végs6 egyenlStlenség nyilvanvaléan teljesiil. Ezzel bebizonyitottuk, hogy S > v/3. Egyenl6ség lehetséges, pontosan

akkor, ha 2% = y? = 2%, azaz ha o> = V> = * = 3 vagyis a kifejezés legkisebb lehetséges értéke v/3.



