Megoldas. Létezik ilyen fliggvény. TetszGleges x racionalis szam egyértelmien irhat6é véges lanctort alakban:
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ahol ag egész szam, az aq,...,a, szamok pedig pozitiv egészek és a,, > 1. A lanctortjegyeket egyszerd moho algo-

ritmussal kapjuk. Az ag csak az x egész része lehet. Ha x nem egész, akkor az — szamot kell tovibb bontanunk. Az

x
algoritmus soran a felbontandé szam szamlaléja és nevezGje az Euklideszi algoritmusnak megfelelen csokken, ezért
az eljaras biztosan véget ér.

Legyen tetsz6leges raciondlis z-re £(z) az = lanctort alakjaban a tortvonalak szama (azaz a fenti n index). A

1
lanctortképzés szabalyai szerint £(x) = 0, ha x egész, és {(x) = £ <E) +lhaO<z<1.
Definialjuk az f fliggvényt a kovetkezGképpen.
fO)=-1;  f@)=(D"“""haz>0,  fl@)= (-1 naz<o.
és f(z+ k)= f(x).
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Igazolni kell, hogy f <E) = —f(z), ha x # 0,+1. Mivel f(—x) = —f(z) és f <_E> =—f <§>’ ezt elég pozitiv

1 1
a-ekre belatni. Mivel x és — szerepe is felcserélhetd, feltehets, hogy 0 < x < 1. Ekkor viszont ¢(z) = ¢ | — | + 1, azaz
T x
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Az f fliggvény definiciojabol lathato, hogy ha x + y = 0, akkor f(z) = —f(y), kivéve az x = y = 0 esetet. Ezért
1
mér csak azt kell belatni, hogy f(1 —z) = —f(x), ha z # 3 A szimmetria miatt feltehets, hogy x > —.

2
Ha z > 1, akkor f(z) = f(x — 1) = = f(1 — z), a feltétel teljesiil.
Ha z =1, akkor f(x) = f(1)=1¢és f(1 —z) = f(0) = —1, szintén készen vagyunk.

1
Marad az az eset, amikor 3 < x < 1. Ekkor pedig

13 (t-) o (55 -
:f(lix):f<1f—x+1>:f(1ix>=—f(l—x).

Az f fiiggvény tehat mindegyik feltételnek eleget tesz.

Megjegyzés. Konnyd meggondolni, hogy ha f(1) értéke adott, az a feltételek mellett az Osszes tobbi értéket meg-
hatarozza, (indukcidval a lanctort-alakban levs tortvonalak hossza szerint) ezért csak a most definidlt f fliggvény és
(—1)-szerese teljesiti a feltételeket.



