Megoldas. A feladat szovege nem utal arra, hogy milyen {itkdzésrdl van sz6, ezért vizsgéljuk a k titk6zési szammal
jellemezhets rugalmatlan iitkozést (ez k = 1 esetén a rugalmas, k = O-ra pedig a tokéletesen rugalmatlan titkGzést is
leirja).

Nevezziik a tovabbiakban az iitkdzés el6tt is mozgd korongot elsének, az allot pedig masodiknak. A korongok
tomegét jeloljik m-mel, sugarukat R-rel, és az titkozés pillanatdban a korongok kézéppontjat Gsszekots (centralis)
egyenes zarjon be a szoget a v vektor irdnyaval. A cstszasi és a tapadasi strlodasi egylitthatot egyforma, p nagysagtnak
tekintjiik.

Megjegyzés. Az o szog kifejezhetd annak az egyenesnek, amely mentén a sebességgel érkezd korong kézéppontja
mozog, valamint az 4ll6 korong kézéppontjanak b tavolsagaval, az an. itk6zési paraméterrel: b = 2R sin . Az litk6zési
paraméter az atomfizikai és részecskefizikai litkdzések leirasdnal gyakran hasznalt mennyiség, arrol ad felvilagositast,
hogy mennyire nem centralis az titkdzés.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a korongok az ilitkozés el6tt nem forogtak (bar a forgas figyelembe
vétele sem jelentene elvi nehézséget). Nem tételezhetjiik fel azonban a forgasmentességet az litkdzés utan, hiszen az
egymassal strlodo korongok (a centralis titkozés specidlis esetét leszamitva) a két korong kozott fellépd surlodasi ersk
forgatonyomatéka miatt sziikségszeriien forgasba jonnek.

Irjuk le az iitkozést a két korong tomegkozépponti koordinata-rendszerébél, vagyis abboél a rendszerbél szemlélve,
amely a talajhoz képest v/2 sebességgel mozog. Ebben a rendszerben az els6 korong iitkozés el6tti sebessége v/2,
a masodiké pedig —wv/2. Valasszuk tgy a koordinata-rendszer tengelyeit, hogy az iitkozés pillanataban a korongok
kozéppontja az y tengelyre, az érintkezési pontjuk pedig az origoba keriiljon (lasd az dbrdt).

Az els6 korong {itkozés el6tti sebességvektoranak komponensei:
Uz = SV sin o és Uy =~V cosa,
a masik korongé ennek (—1)-szerese. Jeloljiik az els6 korong {itkdzés utani sebességkomponenseit ug-szel és u,-nal
(a masiké ennek (—1)-szeresei lesznek), a korongok szogsebessége pedig legyen az iitkzés utan w, az abran lathato
irdnyitassal.

Az {itkozés (rovid) ideje alatt a két korong talalkozasi pontjaban y (sugar) iranyban mindkét korongra ugyanakkora,
nagysagu, de ellentétes iranyt F'(t) er6 hat, érintSlegesen (z irdnyban) pedig S(t) surlodasi ers. Az iitkozeés idejét
jeloljiik 7-val, az er6hatasok ezen idStartamra vett atlagértékét pedig F-fel és S-sel.

Az F er6 hatasara a korongok sugar iranyu sebessége az eredeti érték —k-szorosara valtozik, ahol k az litkozési
szam:

v
(1) uy = k= cosa,
és a dinamika alaptorvénye szerint
v v
(2) —mg cosa +Fr= kmi cos a.
Az érint6 iranyt impulzusvaltozasra
v o,
(3) mysina — ST = muy,

a forgasi allapot megvaltozasara pedig a forgémozgas alapegyenletébdl

1
(4) EmR2 -w= SRt



irhato fel. (Kihasznaltuk, hogy egy homogén tomegeloszlast korong tehetetlenségi nyomatéka mR?/2.)
Megjegyzés. A (3) és (4) egyenletekbdl (ST kikiiszobolésével) kovetkezik, hogy

1
m%Rsina = imR2 ‘w4 mugR,

amit kozvetlenil (az er6lokések felirdsa nélkil) is megkaphattunk volna, ha az titkézési pontra vonatkozo perdilet
megmaradasanak torvényét alkalmazzuk.

A tovabbi vizsgalodas soran két esetet kell megkiilonboztetniink.

I eset: A surlodas elegendden nagy ahhoz, hogy a korongok relativ sebessége az érintkezési pontban még az iitkdzés
befejezédése elGtt nullara csokkenjen. Ekkor a surldédési erd is nullara csokken, és az {itkdzés befejezGdéséig nulla is
marad, tehat a korongok érintkezési pontjanak relativ sebessége is nulla kell legyen az titk6zés végén. (Ha nem igy lenne,
hanem a korongok ismét elkezdenének csiszni egymason, akkor ,rossz’, a sebességekkel megegyezs iranyt sdirldédasi
erével lehetne csak a mozgast magyarazni, ez pedig lehetetlen!) A korongok ,0sszecsiszolodéasanak” (az egymason vald
tiszta gordilésének) feltétele a sebesség és a szogsebesség kozott teremt kapcesolatot:

(5a) u; = Rw.

Mi a feltétele annak, hogy ez az eset kovetkezzék be? Az, hogy az atlagos siurlodasi er6 kisebb legyen, mint az atlagos
nyomoerd pi-szorose:

(6a) S < pF.

Az (1)—(4) és (ba) egyenletrendszert megoldva

(7Ta) Uy = —vsinq,
3
(8a) uy = vcosa,
1
(9a) Rw = -vsina,
E+1
(10a) Fr= ;mv cos
(11a) ST = g sin o,

a (6a) feltételbdl pedig a surlodasi egyiitthatora

tg o

12 ST = Mkrit.
adodik.

II. eset: A surlodas nem elegendd ahhoz, hogy a korongok relativ sebessége az érintkezési pontban nullara csok-
kenjen; ilyenkor a két korong az iitkdzés egész ideje alatt ,koszoriil”, csuszik egyméson. Ebben az esetben a surlodasi
erd és a feliileteket Osszeszorito erd kozott mindvégig fennall az S(t) = pF(t) osszefiiggés, és az atlagértékek kozott is
teljesiil

(5b) S = uF.

A koszoriilés feltétele az, hogy még az itkozési folyamat végén is legyen sebességkiilonbség a két érintkezé feliilet
kozott, vagyis fennalljon

(6D) Uy > Rw.
Most az (1)—(4) és (5b) egyenletrendszert kell megoldanunk:
1 k+1

(70) Uy =V §sinoz—u + cosa ,
(80) Uy = 5vcosa,
(9b) Rw =wv-pu(k+1)cosa,

k+1
(100) Fr= Lmvcosa,

1
(110) ST =-mv - u(k+1)cosa.
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Ellendrizhetjiik, hogy a (6b) feltétel

tg o«
120 o7 o = Mkri

esetén teljesiil.

A témegkozépponti koordinata-rendszerbdl konnyen visszatérhetiink az eredeti (a talajhoz képest allo) ,labor-

rendszerbe”. Ha U(l)—gyel jeloljiik az els6 test sebességvektorat, U@ -vel pedig a masodikét a labor-rendszerben, ezek
komponenseire fennall:

5 .
v = sina, ha 1 > pigrie.
6
Uit =
1 .
v <1 — ) sinco, ha g < pirit.,
6 ixcric.
1-%
Uzgl) =—v cosa,
1 .
v = sina, ha 1 > pgrit.
v ={ 0
v sino, ha p < frit.,
6 fhirit.
1+ k&
U@ — _y + coS Q.

Y

Belathato, hogy a korongok iitkdzés utani sebességvektora mindig hegyesszoget, vagy legfeljebb derékszoget zar be
egymassal. Tanulméanyozhatjuk a kiilonb6z6 specialis eseteket is. Példaul a kK = 1 és p > 1 hatéareset (ekkor sugar
iranyban tokéletesen rugalmas, érinté irdnyban viszont tokéletesen rugalmatlan az {itkézés) lényegében megegyezik az
1994. évi Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia 3. elméleti feladataval (lasd KoMaL, 1994. évi 11. szam, 464. oldal).



