I. megoldas. Egy homogén toltésstrtségi kocka kozéppontjaban az U potenciél csak a Coulomb-allandétol (k),
a kocka toltéseétol (Q) és az élének hosszatol (a) fligghet. Mivel a szoban forgdé mennyiségek dimenzidja
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a potencial a k-val és @Q-val egyenesen, a-val pedig forditottan ardnyos kell legyen:
Ula:Q) = ck- 2,
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ahol ¢ egy dimenziotlan allandé (amely a kocka geometriai tulajdonségait jellemzi).
Epitsiink fel — gondolatban — 8 darab, egyenként Q toltést kockdbol egy 2a élhossziisagi nagyobb kockat! Ennek
a nagyobb kockanak a kézéppontjaban a potencial
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A nagy kocka kozéppontja a kis kockdk mindegyikének az egyik cstucsa. Vegyiink el (és tavolitsuk el nagyon messzire)
a nyolc kis kockabol hetet! Ekkor a potencidl a nagy kocka kézéppontjanak helyén a nyolcadara csékken, a maradék
egy kocka cstcsan tehat a potencial
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lesz. Ezek szerint egy homogén toltéseloszlasi kocka csicsan a potenciél éppen fele akkora, mint a kdzéppontjaban.

U(2¢a;8Q) = ck

ITI. megoldas. Jeloljiik egy a élhosszusagi, @ toltésd kocka csticsainak potencidljat U(a; Q)-val. Ez a potencial
aranyos kell legyen (Q-val, hiszen ha az egész kocka toltését mondjuk kétszeresére névelnénk, akkor minden darabkajanak
a toltése ilyen ardnyban néne, tehat a teljes térerGsség is és a potencial is az eredeti érték kétszeresére valtozna.

Daraboljuk fel képzeletben a kockat nagyon sok, kiilon-kiilon mar ponttdltésnek tekinthetd kicsi kockara. Ha ennek
a toltésrendszernek a méreteit c-szeresre nagyitjuk (mikozben az egyes darabkak toltését valtozatlanul hagyjuk), akkor

egy P pont P’ képének helyén a térerésség nagysaga az eredeti érték —-szeresére valtozik (hiszen a Coulomb-t6rvény
c

szerint mindegyik ponttoltés térerGssége a tavolsag négyzetével forditottan aranyos, és ugyanez igaz a térerGsségek
Osszegeére is).

Ugyanakkor a kocka valamelyik csicsanak elektromos potencidlja egy egységnyi toltési test végtelenbe torténd
mozgatasakor végzett munkaval egyenls. Ha a felnagyitott kockanal szdmoljuk ki ezt a munkat, az egyes kis elmoz-
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duldsok hossza az eredeti (felnagyités eltti) hosszak c-szerese, az erd (térerGsség) pedig a korabbi —-szerese, igy
c
1 1
a potencidl az eredeti potencidl — - ¢ = —-szerese. Ez tehat azt jelenti, hogy a kocka csucspontjainak potencialja
c c

U(a; Q) ~ %, azaz U(a; Q) = K - %, ahol K egy Q-tol és a-tol fiiggetlen (nem dimenziotlan) allando.

Osszuk fel a kockat 8 egybevago kis kockara. Ezek élhosszusaga a/2, toltésiik egyenként @QQ/8, igy az egyes kockak
csucsainak potencialja
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lenne, ha egyediil allnadnak a térben. A nyolc kis kocka altal létrehozott elektrosztatikus mez6 a kis kockak terének
szuperpozicidja, tehat a kis kockdk potenciélja is 6sszeadodik. A nyolc kis kocka csticsponti potencidljainak Gsszege
teszi ki az eredeti kocka kdzéppontjanak potencialjat:
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vagyis a kocka csticsanak potencidlja éppen fele a kézéppont potencialjanak.

II1. megoldas. A homogén toltéseloszlasu kocka toltottségét gyakorlatilag igen sok, térben egyenletesen elosztott
ponttoltés adja; a kocka koriili és a benne mérhetd elektromos tér ezen ponttdltések egyiittes hatasabol szarmazik.
Az ilyen tdltéseloszlast pl. a kovetkezd modon modellezhetjiik: A kockét felvagjuk (n — 1)° egybevago kis kockara,

melyek cstcsai n® racspontot jelolnek ki (n > 1). Ha minden racspontba ¢ = — nagysagu ponttoltést helyeziink,
n

akkor Osszesen @ toltés jo kozelitéssel egyenletes eloszlasat valésitjuk meg.
Probaljuk meghatarozni, hogy egy a oldalhossztsagu kocka valamelyik csticsan mérheté potencial hanyszorosa az

a
ugyanolyan toltésstriségl, de csak 3 oldaléld kocka csicsan mérhet6 potencialnak.
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Tekintsiik elGszor az a oldalhosszusagu kockat! Szamozzuk meg a racspontokat: ¢ = 1,2,...,n° (i = 1 feleljen meg

a P pontnak). A P csucspontban a potencial az egyes ponttoltések potencidljanak Gsszege:



ahol d; az i-edik racspont és a P pont tavolsaga. (Az dsszegzésbe a P pontban levs ponttoltés potencialjat termeészetesen
nem vessziik bele.)

Szamitsuk ki most az ¢ oldalélii kocka valamelyik csticsdban a potencialt! Ezt a kockat is felosztjuk kisebb kockékra,

Q

de a racspontokba most csak ¢ = <5 toltest helyeziink; ekkor lesz az atlagos térfogati toltéssiiriség ugyanakkora,

mint az el6z6 esetben. A cstucspont potencialja
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Tekintettel arra, hogy a méreteket felére csokkentettiik, d, = §di’ tehat

Ennek alapjan a feladat mar megoldhaté. Ha a kérdéses a élhossziisagi kocka csticsdban a potencial U, (@) " akkor

csuacs?
az ugyanekkora toltésstrtiségt, de csak fele akkora élhossziségu kocka csiicsan a potencial

Masrészt az a oldaléld kocka feldarabolhato 8 kisebb kockara, melyek bizonyos cstcsai a feldarabolt kocka kbzéppont-
javal esnek egybe. Igy
a a/2 a
Ulgozep 8U(Esu/cs) - U(SSLZCS’

1
a keresett arany tehat 3

Megjegyzés. Az utols6 lépésnél még azt is meg kell fontolni, hogy 8 kisebb kocka egymassal érintkezd lapjain
bizonyos ponttoltések potencialjat kétszeresen (s6t, van olyan, amit négyszeresen is) figyelembe vettiik, tehat hibasan
szamoltunk! Ez igaz, de belathato, hogy az igy elkdvetett ,tulszamlazas” elegendGen nagy n-et valasztva tetszélegesen
kicsivé tehetd.

IV. megoldas. Nem megy az altalanossag rovasara, ha feltételezziik, hogy a kocka élhossza is és a toltése is
egységnyi. Rogzitsiink egy — az oldalélekkel parhuzamosan all6 — derékszogi koordinata-rendszert a kocka egyik csa-
csdhoz. Egy r = (z,v, 2) koordinataju pont kérnyékén levé dV = da dy dz nagysagu kicsiny térfogatban levd toltések

potencialja az origdban
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a teljes toltéseloszlas potencidljat pedig az

Uecsies = dedydz
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integral adja meg. Hasonl6 médon a kézéppontban a potencial
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Usszep = ——k/// - dedydz.
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A keresett potencidl-arany két (egyenként haromszoros) integral hanyadosaként all el6:

dxdydz
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Az integralok — megfelel tablazatok, vagy szamitogépes programok — segitségével egymas utan sorra kiszamithatok.
Ha példaul a szamlaloban el6szor az x szerinti integralast végezziik el (mikozben y-t és z-t allandonak tekintjiik):
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majd y szerint integralunk:
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és véglil a z valtozo szerinti integralas eredménye:
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Hasonl6 modon adodik, hogy a kocka kozéppontjaban érvényes potenciélt (a k szorzotényezé nélkiil) a
6ln (1++3) —3ln2 - =

kifejezés adja meg, ez a fentinek éppen a kétszerese.



