Megoldas. Mivel APB< = BPC< = CPAK, és e szogek Osszege 360°, a sz0gek mindegyike 120°-0s. Tehat az
AP, BP, CP egyenesek egymassal paronként 60°-os szoget zdrnak be, a P koriili teljes szoget 6 egyenls részre osztjak.

Jelolje az ABC' héaromszog oldalaira kifelé szerkesztett szabalyos haromszogek harmadik csticsét rendre C’, A’ és
B’ (lasd az dbrdt). Az CB'AP, BA'CP és AC’'BP négyszogek hurnégyszogek, mert P-nél 16v6 szogiik 120°-os, azzal
szemkozti szogiik pedig 60°-0s. Forgassuk el A koriil +60°-kal az APC haromszoget. Ekkor C képe B’, P képét pedig
jeloljiik P’-vel. Mivel APP’< = 60°, P’ rajta van a BP egyenesen. De PP’ A<tis 60°, s mivel AP'B'<c = APC< = 120°,
a P, P', B’ pontok is egy egyenesre esnek, tehat B, P és B’ kollinearisak. Mivel pedig AP = PP’ és PC = P'B’,
azért AP + BP + CP = BB’. Ugyanigy lathat6 be, hogy az AA’ és a CC’ szakaszok is tartalmazzak P-t, tovabba
mindkét szakasz hossza megegyezik AP + BP + CP-vel.
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Az APD és a B'PC haromszdgek hasonléak, mert APD< = B'PC< = 60° és PAD< = PB'C«, ugyanis

mindketts a PC ivhez tartozo keriileti szog a CB’ AP hirnégyszog koriilirt korében. Ezért megfelels oldalaik ardnya

PD pPC
AP = BP Ebbdl kifejezve PD-t, és felhasznalva az AP + BP + CP = BB’ 6sszefiiggést valamint a
szamtani és a mértani kozepek kozti egyenlGtlenséget kapjuk, hogy

megegyezik

_AP.-CP  AP.CP _ AP-CP _ AP+CP
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Ugyanigy lathat6é be, hogy

AP + BP
pE< 20

A koszinusztételt az EPD héaromszog DE oldalara felirva kapjuk, hogy
DE? = PE* + PD* - 2PE - PDcos 120° = PE? + PD? + PE - PD.
Vagyis PD-t és PE-t az el6z6 egyenl6tlenségekbdl kapott kifejezésekkel becsiilve:

(AP + BP)? L AP+ CcP)? . (AP + BP)(AP + CP)

16 16 16
Mivel AP + BP = CC’' — CP = PC' és AP+ CP = BB’ — BP = PB’, azért az egyenlStlenséget

DE? <

PC” + PB”? + PC'- PB’
16

DE? <

alakba is frhatjuk. A koszinusztételt az B’ PC’ haromszog B'C” oldalara felirva kapjuk, hogy B'C"? = PC"* + PB"* +
PC’ - PB', tehat
9 Blcl2 o
DE* < =, azaz ADE<B'C'.

Viszont a haromszog-egyenlétlenség szerint B'C’ < B'A + AC’, és mivel B'A = AC valamint AC' = AB, azért
4DFE < AB + AC, ami éppen a bizonyitand6 egyenlGtlenség. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha ABC' szabélyos
haromszog.

Megjegyzés. A P pontot az ABC haromszog izogondlis pontjanak nevezziik. Ez az a pont, amelynek — abban az
esetben, ha a haromszog szogei kisebbek 120°-nél — a haromszog cstcsaitol vett tavolsagosszege minimalis. Ennek
— valamint P azon tulajdonsigainak, amelyeket a megoldas els§ részében belattunk — bizonyitdsa megtaladlhato a
Geometriai feladatok gyijteménye 1. kotetének 1016-1019. feladataiban.



