Megoldas. Iranyitsuk a megadott szakaszokat az dbrdnak megfelelGen.

Hasznaljuk fel, hogy egy tetsz6leges vonatkoztatasi pontbél (D) a haromszog sulypontjaba mutatd vektor egyenld
a vonatkoztatéasi pontbol a haromszog csticsaiba mutat6 vektorok szdmtani kézepével.
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Irjuk fel az E), b, 7 vektorokat az H, b1, & vektorok segitségével:
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@=b-¢, b=c¢-a, d=a-b.

Helyettesitsiik be ezeket a bizonyitandd egyenl&ségbe, majd a vektorok skaléris szorzasanak tulajdonsagait felhasznélva
végezziink ekvivalens atalakitasokat:
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ami pedig méar nyilvanvalé azonossag, vagyis barmely tetraéderre igaz az allités.

Megjegyzés. A Stewarf-tétel néven ismert Osszefliggés egy kevéssé kozismert, igen hasznos atfogalmazasanak felhasznalasaval
a megoldés 1épései atrendezhetdk.

Maga a Stewart-tétel Coxetel]— Greitzer: Az dgrafelfedezett geometria (Gondolat Kiad6, Budapest, 1977) cimi remek kony-
vének 22. oldalan az alabbi formaban szerepel:

B m X n C

yLegyen az dbrdn lathato AX Ceva-féle szakasz hossza p. Ha az X pont a BC oldalt a BX = m és XC = n hosszisagi
szakaszokra osztja, akkor

(S) a(p® + mn) = b>m + *n.”
Ha itt a szokdsos moédon bevezetjiik a A = m, = n ystlyokat”, akkor A+ =1 és (S) atrendezésével az alabbi, ,négyszakasz-
a a

tételnek” nevezhets alakhoz jutunk:
(N) AX? =X\-AC® + - AB® — \u- BC*.

A tétel fenti alakja felidézheti a szakasz adott aranyt osztopontjaba mutaté helyvektor jol ismert /ﬁz =X f@ +u- f@ felirasat
és ezzel (N) egy maésfajta, a feladat kozolt megoldasahoz hasonlod vektoralgebrai bizonyitasara is ramutat. Az Osszefiiggés a

! Matthew Stuart (1715-1785), skot matematikus.
2Donald Cozeter (1907-2003), a XX. szazad egyik legnagyobb geométere.



koszinusztétel sajatos atfogalmazasanak is tekinthetd (egy masik bizonyitasa épp ezt hasznalja fol); (IV)-ben viszont mar nem
szerepel a koszinuszfiiggvény. Ilyen tipust ismert Osszefiiggés az tigynevezett paralelogramma tétel is: a koszinuszfiiggvény csupan
a bizonyitasban vesz részt, az eredménybdl mar idealis katalizatorként elttinik.

A fenti (N) alak specialis esetként (A = p = l) tartalmazza a stlyvonaltétel néven ismert Osszefliiggést és igy magat
a paralelogramma tételt is. Ebben a formaban talan jobban latszik, hogy a négy adott elrendezésii szakasz koziil barmelyik
kifejezhet6 a tovabbi harom segitségével.

Az is ellenérizhets, hogy ha a A, p szamokat az ismert modon elGjeles aranyoknak tekintjiik, akkor a tétel valtozatlan
formaban igaz marad akkor is, ha az X a BC egyenes tetsz6leges pontja.

E hosszira nyult bevezet§ utan nézziik, hogyan oldhat6é meg a feladat a négyszakasz-tétel ismételt alkalmazasaval.

Ha A, jeloli a BC oldal felezGpontjat, S pedig az ABC lap stlypontjat, akkor a DAA; haromsz6gben az ismert osztasaranyok
alapjan (N) szerint:

DS? = §DA12+ %DA2 _ %AAf.

A stlyvonaltétel kétszeri alkalmazasaval a feladat jelolései szerint:
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Behelyettesitve és rendezve:
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és ezt kellett bizonyitani.

Lathato, hogy a kozolt megoldas vektorszamitasi lépéseinek lényegét érdemes levalasztani a konkrét feladatrol;
igy altaldban is hasznélhato Osszefiiggéshez jutunk. Jobban lathaték az esetleges altalanositasok is: a négyszakasz-
tétel birtokdban vilagos, hogy a feladat lényegében egyfajta ,hétszakasz’-egyenlGség formajaban kapcsolja Gssze az
ABC' haromszog sikjanak tetszéleges S pontjaval egyiitt a tér egy adott D pontjatol mért tavolsdgokat. Mindezek
végiggondolasa érdekes lehet az Olvaso szamara.



