I. megoldas. Fusson a két autout a teriilet északi és déli oldalan, és jeloljiik a megfigyel§ allomasokat nyugatrol
keletre haladva A, As, Az, Ag-gyel, a négyzet nyugati hataratol mért tavolsagukat a1, as, as, as-gyel. Ezek kozott
egyenldk is lehetnek, ez esetben az allomésok jeldlése tetszdleges. Eszerint a1 < as < ag < ay.

Ha a3 —ao < 5 km, akkor épitsiink egy bekotSutat autouttol autoutig As és Az kozott, illetSleg a kettén keresztiil,
ha as = ag, tovabba mindegyik alloméastol eddig az ttig egy nyugat—keleti bekdtGutat. Az elbbi ut hossza 10 km, az
A1-t61 és A4-t6l épitett utak Osszhossza aqy — a; < 10 km, az As-t6l és A3-bol épitett utaké az — as > 5 km a feltétel
szerint. Az egész uthalozat hossza tehét legfeljebb 25 km.

Ha a3 — az > 5 km, akkor épitsiink egy—egy észak—déli bekotSutat A1 és As kozt is, meg Az és Ay kozott is, ill. a
megfigyelgallomésokon at, ha a1 = as vagy as = a4, tovibba A;1-bdl és As-bdl az elssig, As-bol és A4-bsl a méasodikig
nyugat—keleti bekétGutakat. Ennek az utrendszernek a hossza

204+ a2 — a1 + a4 —a3 =20+ (ag —a1) — (ag — az) <20+ 10 — 5 = 25 km,

tehat ebben az esetben is van legfeljebb 25 km-es uthalozat a kivant tulajdonsagokkal (1. dbra a) és b) része).
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1. 4bra

Megmutatjuk, hogy 25 km-nél révidebb uthalézattal nem oldhatd meg a feladat, ha pl. a megfigyel6 alloméasok a
teriilet hataran vannak a délnyugati saroktoél északra, az északnyugatitol keletre, az északkeletit6l délre és a délkeletitél
nyugatra 2,5 — 2,5 km-re. Ebben a sorrendben jeloljiik ket Ay, A, Ay, As-mal.

Egy legrovidebb uthalozat legfeljebb két egymassal Gssze nem fiiggd részbdl allhat, mert ha legalabb harombol all,
akkor mar az észak—déli irAnyu utszakaszok legaldbb 30 km-t tesznek ki. Ha két részbdl all, akkor van legalabb 20 km-
nyi észak—déli szakasza. Ebben az esetben valamelyik rész legalabb két allomast tartalmaz. Ha A;-b&l As-at vagy
Ay-et, vagy Ag-bol As-t el lehet érni, akkor a nyugat—keleti iranyu szakaszok Gsszesen legalabb 7.5 km-t tesznek ki, ha
pedig A;1-b6l Aa-t, As3-bol Ay-et lehet csak elérni, ehhez tegalabb kétszer 2,5 km-nyi nyugat—keleti irdnya utszakasz
sziikséges.

Ha végiil mindegyik &lloméasrol barmelyikre el lehet jutni bekotSutakon haladva, akkor tekintsiik az uthalézatnak
A1-b8l As-be vezets részét és azt a pontot, ahol ezt Ax-bdl, ill. As-bol elGszor érhetjiik el. Ha A1-bdl indulva elébb az
A, felé vezets elagazast érjiik el, akkor van az uthalozatnak egy Ai, As kozti és egy Az, Ay kOzti része, amelyeknek
nincs kozos pontja; ezeknek legalabb 7,5-7,5 km-nyi észak—déli szakasza van, az egész halézat nyugat—keleti szakaszai
viszont legalabb 10 km-t tesznek ki. Ha viszont az As-ba vezets elagazast érjiik el el6bb, vagy négyes ttkeresztez6dés
van, akkor Aj, As és As, Ay kOzt van olyan Osszekottetés, amelyeknek legfeljebb egy kozOs pontja van, és egész
hasonléan lathato, hogy ekkor legalabb 15 km-nyi nyugat—keleti és 10 km-nyi észak—déli utszakasz van (2. abra a) és
b) része). — Evvel a feladatot teljes egészében megoldottuk.
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2. dbra

Megjegyzés. A megoldés els6 része mutatja, hogy 25 km-nél révidebb utrendszer is van, ha A; és A4 nem a teriilet
nyugati és keleti hatdrvonalan van, és akkor is, ha a3 — as nem éppen 5 km. A megoldas ezen részében szerepld elss
utrendszerhez hasonld szerkeszthetd az észak—déli és nyugat—keleti irdny szerepének megcserélésével is, ami bizonyos
feltételek mellett ismét 25 km-nél nem hosszabb utrendszert szolgéltat. Ebb&l tovabbi sziikséges feltételek lesznek
leolvashatok.

Epitsiink egy n nyugat-keleti utat az egész teriileten at, amelyiktsl két megfigyels allomas északra van, kettd
deélre (esetleg két allomason athalad, a masik kett6t elvalasztja, vagy legalabb harom &llomason athalad). Ezutan a
legészakibb allomason vagy az ilyenek egyikén &t az északi autoattol, a legdélibb dlloméason vagy azok egyikén at a
deéli autouttol n-ig észak—déli bekotGutat épitiink és a masik két allomastol n-ig szintén (3. abra). Ha az utolso6 két ut
hossza bs és by, akkor az egész tGtrendszeré 20 + b3 + by, és ez kisebb, mint 25 km, ha b3 + by < 5 km.

—
:

3. dbra

Ha az n-en keletkezs északi elagazasok és déli eldgazasok nem valasztjék el egymast, akkor az athalézat hossza
20 km-re csokkenthets. Mozditsuk el ugyanis n-nek a nyugati hatartol a masodik elagazasig terjeds részét arra, amerre
az elagazasok vezetnek a kozelebbi 4llomaésig, és hasonléan modositsuk a harmadik elagazastol a teriilet hataraig terjeds
részét is. Az Gj utrendszer legfoljebb 20 km hossza (4. dbra).

|

1,




4. abra

Azt kaptuk tehat, hogy csak akkor nem elegendd 25 km-nél rovidebb tthalozat, ha a kivetkezd feltételek teljesiilnek:

a) A teriilet nyugati és keleti hatara mentén is legyen megfigyelallomas;

b) a teriiletet egy észak—déli és egy kelet—nyugati vonallal felosztva ugy, hogy két allomas a vonaltol ne fekiidjek
keletre, a masik kett6 ne nyugatra és hasonléan a mésik vonaltol kettd ne fekiidjék délre, a masik kett6 ne északra,
akkor a keletkez6 négy téglalap egyike se tartalmazzon a belsejében és hataran egynél tébb allomast;

¢) az emlitett kelet—nyugati vonalhoz két oldalrol legkbzelebb es6 allomas e vonaltol vett tavolsaganak Gsszege
éppen 5 km legyen;

d) az észak—déli vonal két oldalan a legkozelebbi allomésok tavolsagénak Gsszege legalabb 5 km legyen.

A fenti megoldas masodik részének gondolatmenetével belathaté, hogy ha mind a négy feltétel teljesiil, akkor
sziikség is van mindig 25 km-es athal6zatra.

II. megoldas. Két uthalozatot terveziink és utodlag valasztjuk ki a kedvezébbet. Az egyiknek két észak—déli utsza-
kasza lesz a teriilet két hataran, a masiknak egy a teriilet kozépvonala mentén. (Az 5. abran az els6 athalozat folytonos,
a masodik pontozott vonallal van rajzolva.) Ezutan minden megfigyelGallomastol kelet—nyugati utat épitiink a tertilet
kozelebbi hataréig, ill. a kézépvonalig (a kdzépvonalra es6 esetleges allomastol tetszés szerint az egyik hatarig). Vilagos,
hogy a pontozott ttrendszeren is el lehet jutni minden alloméastol barmelyik autoutig, a (két részbdél allo) folytonosan
kihtuzott Gtrendszer mentén is.

5. abra

A két uthalozat egyiitt 30 km észak—déli és négyszer 5 km kelet—nyugati utszakaszbol all, tehat 50 km hossza, igy
legalabb az egyik legfeljebb 25 km-es. Ez (illet6leg barmelyik, ha a ketts egyenls hossza) kielégiti a feladat kovetelmé-
nyeit.

Sziikség van legalabb 25 km-nyi dthalézatra, ha pl. az A; és Ay megfigyel§ allomés a teriilet északnyugati és
északkeleti sarkdban van, A, és As pedig a déli Gt mentén, a nyugati, ill. keleti hatartol 2,5-2,5 km-re.

Vizsgéljuk eldszor egy, a feltételeket kielégité bekots-tutrendszer észak—déli utszakaszait. Ez Osszesen véges sza-
mu utszakasz, egy tetszés szerinti kelet—nyugati egyenes ezeket véges szamu pontban metszi; legalabb egyben, mert
ellenkezG esetben volna olyan kelet—nyugati egyenes, amelyen nem lehetne atjutni az északi uttol a déli felé.

Minden nyugat—keleti egyenes elsé ilyen metszéspontjat véve, ezek véges sok ttszakaszt futnak be, amelyek Ossz-
hossza 10 km (6. dbra). Hasonl6éan, ha minden nyugat—keleti egyenes legalabb két vagy harom észak—deéli utszakaszt
metsz, akkor a metszéspontok legalabb 20, ill. 30 km-nyi észak—déli utszakaszon futnak végig.

6. dbra

Az olyan utrendszerek kedvezGtlenek, amelyeknél mindegyik egyenes legalabb 3 metszéspontot szolgaltat. Ha mind-
egyik egyenesen van legaldbb 2 metszéspont, de tobb nem mindegyiken, akkor szemeljiink ki egy egyenest, amelyen



két metszéspont van. Mindegyik megfigyel6 allomastoél el kell tudni jutni valamelyik metszésponthoz, hogy eljuthas-
sunk a nyugat—keleti vonal masik oldalan lev$ autduthoz. Ha A;-bdl és As-bol vagy Aaz-bol és A4-bél ugyanahhoz a
metszésponthoz lehet eljutni, akkor a megfelel§ két allomas kozt van egy olyan ttrész, amelyiknek legaldbb 7,5 km-nyi
nyugat—keleti szakasza van (7a abra, szaggatott vonal); ha pedig A; és As-bol az egyik metszéspont érhets el, Ag, és
A4-b6l a mésik, akkor van kétszer 2,5 km-nyi nyugat—keleti utszakasz (7a. abra, pontozott vonal), és mindkét esetben
legalabb 20 km Osszhosszu észak—déli utszakaszok, mint lattuk.

Ha végiil van olyan nyugat—keleti egyenes, amelyiken csak egy metszéspont van, akkor egy ilyen metszésponthoz
mindegyik allomasrol el lehet jutni (7b. dbra). Ekkor azonban az uthatézatnak az egyenestsl északra esd része legalabb
10 km-nyi nyugat—keleti Gtszakaszt tartalmaz, a déli része legalabb 5 km-nyit, ehhez jarul legalabb 10 km-nyi észak—
déli atszakasz. Mindig sziikség van tehat legalabb 25 km-es tthalézatra.
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7. abra

Megjegyzések. 1. A megoldas els6 részének gondolatmenete Hangya Laszlo megoldasa. Ez alkalmas sok tovabbi
felmeriil6 kérdés megvalaszolasara is.

Ha pl. 4 helyett 5 vagy 6 megfigyelGallomas van a teriileten, akkor a fenti moédon megszerkesztett két athéalozat
Osszhossza 55, ill. 60 km lesz, igy legfeljebb 27,5, ill. 30 km hosszi uthalézattal megoldhaté a feladat.

2. Ugyanesak 30 km-t ad korlatul 6 pont esetén a gondolat kovetkezd modositott alkalmazasa is. Osszuk a teriiletet
4 észak—déli uttal 3 egyenls széles részre és mindegyik megfigyeld dllomastol az 6t kdzrefogo két utig épitiink merdleges
bekotsutat. Minden masodik észak—déli 4t a r4 merdleges, csatlakozo utszakaszokkal alkotja az egyik tutrendszert, a
kimaradok a mésikat. A két utrendszer 6sszhosszara igy

10
4-10+6-§:60km

adodik, mint az el6bbi esetben is.

Nem nehéz belatni, hogy legalabb 30 km-nyi dtra sziikség is van, ha a megfigyels &dllomésok pl. a teriilet két itmenti
oldalanak kozepén és két szélén vannak.

3. 5 allomés esetén van mindig 27,5 km-nél rovidebb uthalozat is. A legjobb korlat megkeresését feladatul hagyom.

4. Hasonl6 okoskodassal, alkalmasan valasztva azt is, hogy hany savra osztjuk a teriiletet, n pont esetén (2\/ﬁ +
1) -5 km, ill. annal kevéssel nagyobb fels6 korlat adodik a sziikséges uthaldzat hosszara.



