I. megoldas. Allitjuk, hogy a széban forgé haromszog koriilirt korének kozéppontja minden haromszogben megfelel
az allitasnak. Hegyesszogli haromszog esetén ez belsé pont, és a csicsoktél egyenls tavolsagra van.

Elskeészitésiil bebizonyitjuk azt a nevezetes tételt, hogy adott sugara kdrbe irhaté haromszogek koziil a szabalyosnak
a legnagyobb a teriilete.
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1. dbra

Irjunk be a k korbe egy nem-szabalyos ABC haromszoget, és jeloljilk A-val, C-vel legnagyobb, illetve legkisebb
szogeének csticsat (1. dbra). Nyilvanvalo, hogy az A-nal levd szog nagyobb, mint 60°, a C-nél levd pedig kisebb néla.
Mérjiik fol a CAB’'<t = 60° szoget az AC egyenes B-t tartalmazo partjan. Az Gj szarnak k-n levé B’ pontja tavolabb
van az AC alaptol, mint B, igy az AB'C haromszog teriilete nagyobb, mint ABC teriilete. Valoban, a B-n atmeng,
AC-vel parhuzamos egyenesnek k-n levé B* pontjara B*AC< = BCA< < 60°, tehat AB’ a B* AB szdgtartoméanyban
halad.

Az AB'C haromszogben A-nal 60°-os szdg van. Ha a B’-nél és C-nél levs szdgek nem 60°-osak, akkor egyik kisebb,
a méasik nagyobb, mint 60°, ezért ennél is nagyobb teriiletii, a k-ba irt haromszoget mutathatunk fel: ennek 1j, A’
csticsat a C B’ hir felez6 merdlegese metszi ki a B-t tartalmazoé C B’ ivbél. Ekkor A" az ivnek a CB’ alaptol legtavolabbi
pontja, az A’ B'C haromszog teriilete nagyobb, mint az AB’C haromszog teriilete, masfelsl CA'B'< = CAB'< = 60°,
és A'C = A'B’'. Ez pedig azt jelenti, hogy az A’B’C haromszog szabélyos. Teriilete tovabb nem névelhets. Ezzel
bebizonyitottuk allitdsunkat.

Segédtételiinkbdl kovetkezik, hogy ha kiilonb6zé alaki, de egyenld teriiletd haromszdgeknek tekintjiik a koriilirt
koreét, ezek sugarai koziil a szabalyos haromszog koreé irt kornek a sugara kisebb lesz, mint barmely mas alakd haromszog
esetében. Ezt indirekt aton latjuk be. Legyenek H; és Hy egységnyi teriiletd haromszogek, és H; szabalyos, Hy nem-
szabalyos, koriilirt koriik sugara 71, ill. ro allitjuk, hogy ro > r;. Ha ugyanis ro < ry volna, vegyiik az ro sugara korbe
irt H* szabalyos haromszoget. Ennek ¢* teriiletére a tétel szerint ¢t* > 1 (amennyi Hj teriilete). Hy-bol ry : rg = A
aranyt (linearis) nagyitassal kapnank Hi-et, és eszerint H; teriilete A% -t* > 1 lenne, hiszen foltevésiink szerint A% > 1.
Az ellentmondéas mutatja allitdsunk helyességét.

Mar most az egységnyi teriiletii szabalyos haromszog oldala a = \/4 : V3 = = 2 : V/3, a koréje irt kor sugara pedig

a 2,
= —— = = — 3
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T =
éppen az allitasban szerepld allando.
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2. dbra

Ha tehat egységnyi teriiletd haromszogek csicsai koriil ezen r sugarral frunk koéroket, e 3 kor szabalyos haromszog
esetében a kozéppontban metszi egymast, mas alakt haromszogben pedig nem tartalmazzidk annak kozéppontjat,
ilyenkor a kozéppont koriili lefedetlen sikrész (3 koriv és még esetleg egyenes szakaszok hatéaroljak) minden pontja
megfelel az allitasnak.

I1. megoldas. Irjuk fel a haromszog teriiletét szogei és a koriilirt kor sugara segitségével:

_abc _2rsina-2rsin §-2r sin o =2r? sina sin B siny = 1.
4r 4r

Ebbdl:

1
1 r= .
M) V2 y/sina sin B siny

Alkalmazzuk a sinc, sin, sin+y pozitiv szamokra a szamtani-mértani kozép kozti egyenlGtlenséget, majd mivel a

sinx fliggvény a [O, g} intervallumban konkav, a J ensen—egyenl6tlenséget:

. . . 3 3
sina sin B siny < <s1na+s1g[3 +Sm7) < (sjn M) _ (sin60°)3 _ 3v3
Ezt behelyettesitve (1)-be:
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amivel belattuk, hogy a haromszog koriilirt korének kdzéppontja a feladat feltételeinek megfelel$ pont.

1Lasd pl. Molndr Emil: Matematikai versenyfeladatok gytjteménye 1947-1970 (Tankonyvkiado, Budapest 1974) 516. oldal.



