I. megoldas. A feladat feltétele ekvivalens azzal, hogy f: R — R olyan monoton fiiggvény, melyre létezik olyan
pozitiv ¢, hogy minden valos z, y-ra | f(z) + f(y) — f(z + y)| < c. Ha ugyanis a feladat feltételei teljesiilnek, akkor a
¢ = max (c1, c2) + 1 megfelels, mig ha az aj feltétel teljesiil, akkor ¢; = c2 = ¢ megfelels. Ezentul mindig az aj feltételre
hivatkozunk.

Feltehetjiik, hogy f monoton né. Ha ugyanis ezen esetre mar belattuk az allitast, akkor egy monoton csdkkend,
a feltételeket teljesitd f-hez létezik olyan k, hogy —f(z) — kx fiiggvény korlatos, hiszen — f is teljesiti a feltételeket.
Ekkor azonban f(x) — (—k)z is korlatos.

1. lemma. Minden pozitiv egész n-re ‘f(n;v) — nf(x)‘ < ne.

Bizonyitas. Az n-re vonatkozo teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1-re az allitas igaz. Ha (n — 1)-re igaz az allitas
(n > 2), akkor
1£((n = 1)z) = (n = 1) f()] < (n = D)e,

és az f-re vonatkozo feltételek szerint
|f(nz) — f((n = D)z) — f(2)| <,

igy a haromszog-egyenlGtlenség felhasznaldsaval ezek Osszeadasabol kapjuk, hogy ‘ f(nz) —nf (;v)’ < nc, vagyis az
allitas n-re is igaz.

Legyen g(z) = %x), ha z > 0. Megmutatjuk, hogy ILm g(x) hatarérték létezik.
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2. lemma. Ha g € Q, g > 1 és x > 0, akkor }g(qx) — g(x)} <=
x

Bizonyitas. Legyen g = E, ahol u, v pozitiv egészek és u > v. Az 1. lemmat alkalmazva kapjuk, hogy | f(uz) —
v

uf(z)| <wucés|f(v-(gz)) —vf(qr)| < ve. Az utobbibdl | f(uz) —vf(qz)| < ve kbvetkezik. A hdromszdg-egyenlGtlenség
szerint ekkor |vf(q33) — uf(az)‘ < (u+ v)e < 2ue. Mindkét oldalt osztjuk z-szel:

vilgr)  f=)

u x x

2c 2c
— = l9(gw) —g(@)] < =

2
Vizsgaljuk a g(1),9(2),9(3),... sorozatot. Legyen € > O-ra K = “ Ha m, n egészek, m,n > K és pl. ha m > n,
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akkor a 2. lemmat alkalmazva kapjuk, hogy

m 2c
lgtm) = g(m)| = |g (2 -n) = gm)| < £ =<,
igy a Cauchy-kritérium szerint a {g(i)},_ sorozat konvergens. Legyen a hatérértéke h.
Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvény sehol sem vesz fel pozitiv értéket. Legyen A = —f(0) > 0, ekkor > 0-ra
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vagyis ha ¢ > 0-ra x > —, akkor ‘g(m)’ <eg, tehat lim g(z) =0.
£ —00

Ha el6bbi feltevésiink nem helyes, azaz Ja: f(a) > 0, akkor minden z > a-ra f(x) > 0. Legyen b = max (a + 1,0).
Ha z > b és n = [z], akkor n,n + 1 > a, igy

f0) _ f@) _ S+ 1)
n+1~— = — n
felhasznélva, hogy f monoton né. Ebb6l z > b-re
n n+1
< 1
19 sg(@) < — —g(n+1)
kovetkezik.
. .on+1 i . .
lim = lim =1 és lim g(n)= lim g(n+1)=h,
n—oo N + T—00 n n—o00 T—00

igy a bal és a jobb oldal is h-hoz tart. Tehat tetsz6leges € > 0-hoz taldlhatok olyan K, Ks pozitiv szdmok, melyekre
n > K; esetén
n

n+1

g(n)—h‘ <e

és n > Ky esetén
n+1

g(n—l—l)—h‘ <e.



Ekkor K = max (b, K1+ 1, Ko+ 1)-re x > K esetén n > Ky, n > Ky és x > b, igy |g(3:) — h‘ < ¢. Ez pedig azt jelenti,
hogy a lim g(x) hatarérték létezik és értéke h.
xr—r0o0
Minden esetben azt kaptuk, hogy a lim g(x) hatarérték létezik, legyen értéke k. Tegyiik fel indirekten, hogy az
xr—r 00

f(x) — ka fiiggvény a (0, c0) intervallumon nem korlatos. Ekkor van olyan s > 0, melyre |f(s) — ks| > 2c. Az 1. lemma
szerint minden pozitiv m egészre | f(ms) — mf(s)| < mc, tovabba az elsbbiekbdl |m f(s) — mks| > 2me, igy

|f(ms) — mks| >2mc—mc—mcé‘%—k}>§é}g(ms)—k}>§.

Tehat a {g(ms)}:

f(x) — kx fuggvény a (0, 00) intervallumon korlatos, azaz van olyan pozitiv M, melyre ]f(x) — kx’ < M, haz > 0. Ha
x < 0, akkor a feltételek alapjan

|f(@) + f(=2) = fO)] < e = | f(2) + f(~2)| < c+|f(0)] =

_, sorozat biztosan nem tart k-hoz, holott lim ms = oo. Ez ellentmond lim g(x) = k-nak, igy az
- m—0o0 Tr—r 00

= |f(z) —kz + (f(—z) — k(—2))| < c+ | f(0)] =
= |f(x) — kx| < c+ |f(0)|+ M = N.

Mivel N > [f(0)] és N > M, azért tetszoleges valés a-re |f(z) — kx| < N, tehat az f(z) — kx fliggvény valoban
korlatos.

II. megoldas. Legyen n > 1 pozitiv egész. Indukciéval konnyen bizonyithatd, hogy
nf(x) — (n—1)cn < f(nz) <nf(x)+ (n—1)ca.

Specidlisan x = 1-re alkalmazva:

n—1 n n—1
1 —er <) =" Lo < T g Pl <) v
Tehéat @ korlatos sorozat, igy létezik konvergens részsorozata: @ — t1. Tegyiik fel, hogy fisk) — to szintén
k k
P P . C1 C2 . f(ng) .
konvergens részsorozat. Legyen t; > to. Ekkor 1étezik ¢ és ng, melyekre 1 —e —— > to+e+ —. Mivel ———= — ¢, igy
no o N

o - flw) e  f(sk)
letezik Nq(e), hogy N1(e) < ny esetén ——= > t1 —¢, hasonléan létezik Na(g), hogy Na(g) < sy esetén <ta+e.

ng Sk
Mivel

nf(k) = (n—1ecr < f(nk) <nf(k) + (n—1)cy,

azért
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Legyen ny, sp > max (N1 (), Na(e), no), ekkor
c flw) e flswne) _ f(se)
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Tehat ellentmondésra jutottunk, vagyis pontosan egy konvergens részsorozat valaszthato ki, igy “——= konvergens. (Ha
n

n
deVN dn> N M — tl' > ¢ akkor az ilyenek sorozatabol kivalaszthatd a korlatossdg miatt konvergens részsorozat,
n

amelynek nem ¢; a hatarértéke.)
Feltehetjiik, hogy a fiiggvény monoton ng, kiilonben — f-re tériink at. Ha f(z) < 0 minden a-re, akkor z > 0

esetén f(0) < f(x) < 0 miatt ILm @ = 0. Ha f(z¢) > 0, akkor a nala nagyobb n egészekre teljesiiluek a kovetkezd
egyenl6tlenségek. Ha n < x < n + 1, akkor
n_ fn) _flx) _n+1fn+1)
< < .
n+l n z n n+1
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Adott e-ra legyen n olyan nagy, hogy 2L <ees
n

_tl
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1
és @ < i(t1 + &) <t + 3e. Tehat létezik lim @ = t;. MAsrészt

X n T—0o0 X

f(@) + f(=2) —er < £(0) < f(2) + f(=2) + 2,

igy
f(@) _ c1+ f(0) < f(=z) < f(@) +C2+f(0)
azaz EIEI %x) = t1. Az els6 esetben t1 = 0.
Legyen g(z) = f(z) — t1z, ekkor
LG 9(x) +9(y) — a1 < gz +y) < g(z) + g(y) + ca.

r—+too g

A feladat feltételeibdl kovetkezik, hogy —ca < f(0) = ¢g(0) < ¢1. Ha létezik a, hogy g(a) > c1, akkor g(z)+ (g(a)—c1) <
g(x + a) miatt

gla)—c1 _ glna)

n(g(a) —c1) < g(na), igy al olal

g(na)

azaz — nem tart 0-hoz. Hasonl6an ha létezik b, hogy ¢(b) < —co, akkor
na

g(x) + g(b) + c2 > g(x +b) miatt n(g(b) + 02) > g(nbd),

g(nb)
nb

Megjegyzés. Egy a,, sorozatot konvergensnek mondunk, ha van olyan a szdm, hogy minden pozitiv € esetén van egy
N kiiszobindex, hogy ha n > N akkor |a, — a|] < €. Kevésbé formalizaltan ez azt jelenti, hogy a sorozat tagjai egyre
kisebb kornyezetében vannak az a hatarértéknek, amint az indexiik elég nagy. A masodik megoldés azt hasznalta, hogy
ha a sorozat minden tagja két el6re meghatarozott korlat kdzott van, akkor a sorozatnak van konvergens részsorozata,
de persze sem ez a részsorozat, sem a hatérérték nem egyértelmd: a, = (—1)" esetén a paros n-ek alkotta sorozat
1-hez, a paratlan n-k alkotta sorozat —1-hez tart.

Ha megsejtjik a hatarértéket, akkor altaldban koénnyd bizonyitani, hogy a sorozatnak valéban az a hatarérté-
ke. Gyakran azonban nem &ll rendelkezésre ez a hatarérték, ilyenkor mas modszerrel kell bizonyitanunk a sorozat
konvergenciajat. Erre sok ekvivalens feltétel ismeretes, ezek koziil az ugynevezett Cauchy-kritérium ellenérizhets a
legkonnyebben. Ez azt mondja ki, hogy ha a sorozat tagjai egyre kozelebb vannak egymadshoz, akkor a sorozat kon-
vergens, kicsit pontosabban: ha minden pozitiv e-hoz létezik N kiiszobindex, hogy ha m,n > N akkor |a,, — a,| < ¢,
ekkor a sorozat konvergens. Kénnyen lathato, hogy a konvergens sorozatokra ez teljesiil: ha valahonnan kezdve min-
den szam legfeljebb ¢ tavolsagra van a hatarértéktdl, akkor egymastol legfeljebb 2e¢ tavolsagra vannak. Vigyéazat: a
Cauchy-kritériumnél nem elég leellendrizni, hogy a szomszédos szamok tavolsaga kicsi-e: ha

azaz most nem tart 0-hoz. Tehét g(z) valoban korlatos, ezzel bebizonyitottuk az allitast.

n

1 1

Ay = E —, akkor a —a, =
n £ i ) n+1 n n+ 1
i=

barmilyen kicsi elég nagy n-re, de a,, nem konvergens, nem is korlatos. A konvergens sorozatok korlatosak.



