
I. megoldás.Megmutatjuk, hogy az adott szám osztható 323-mal. A bizonyítást két részletben végezzük el. A 323

felbontható két prímszám, a 17 és a 19 szorzatára. Ha bebizonyítjuk, hogy a kifejezés mindkét számmal osztható, akkor

megoldottuk a feladatot. S®t, ennél többet is: a 2004 helyett bármely páros hatványra be tudjuk látni az oszthatóságot.

Els® lépésben nézzük meg a 17-tel való oszthatóságot. Ehhez soportosítsuk át a tagokat, legyen (202k − 32k) +
(162k−1) a sorrend. Ekkor ismert azonosság alapján mindkét zárójelb®l ki tudunk emelni 17-et. (Az an−bn kifejezésb®l

kiemelhet® a− b, illetve az a2n− b2n kifejezésb®l kiemelhet® a− b és a+ b, azaz a2− b2.) Az els® zárójelb®l kiemelhet®

20− 3 = 17, a másodikból pedig 162 − 12 = 255, ami a 17 és a 15 szorzata. Ezzel a 17-tel való oszthatóságot beláttuk.

Most ismét átsoportosítunk a 19 kiemeléséhez: (202k − 12k) + (162k − 32k). Az el®bbiek szerint az els® tagból

kiemelhet® 20− 1 = 19, a másodikból pedig 16 + 3 = 19. Ezzel a 19-el való oszthatóságot is beláttuk.

Ezzel megoldottuk a feladatot bármely páros kitev®j¶ hatványra, tehát 2004-re is.

II. megoldás. Mivel 323 = 17 · 19 és (17; 19) = 1, azért a vizsgált kifejezés akkor és sak akkor osztható 323-mal,

ha osztható 17-tel és 19-el is.

Vizsgáljuk el®ször a 17-tel való oszthatóságot:

20 ≡ 3 (mod 17), amib®l 202004 ≡ 32004 (mod 17).

16 ≡ −1 (mod 17), amib®l 162004 ≡ 12004 (mod 17).

Így 17 | 202004 − 32004 + 162004 − 1.
Most vizsgáljuk a 19-el való oszthatóságot:

20 ≡ 1 (mod 19), amib®l 202004 ≡ 12004 (mod 19).

16 ≡ −3 (mod 19), amib®l 162004 ≡ 32004 (mod 19).

Így 19 | 202004 − 1 + 162004 − 32004.
Tehát 323 | 202004 + 162004 − 32004 − 1.
(A megoldás során sak azt használtuk fel, hogy a 2004 páros, ezért az állítás bármilyen páros kitev®re igaz.)
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