Megoldas. a) Az u =1+ /2, v = —/2 valasztassal u + v = 1 racionalis.
Paros n esetén u" irracionalis, v™ raciondlis, tehat az Gsszegiik irraciondlis.
Paratlan n esetén

ut "= (1+v2)" = (V2)" = (1+V2-V2)

: ((1+\/5)”*1 FOHVE) VI (142 (V) R (\/5)”’1).

A masodik zéarojeles kifejezésben egész szamok Gsszege és V2 hatvanyainak tobbszorose szerepel, a+bv/2 alaki. Minden
egyiitthato pozitiv, ezért elég belatni, hogy van olyan tag, amelyben V2 egylitthatoja nem 0. Az (1 + \/5) (\/5)"_2

tagban beszorozva példaul ezt kapjuk: (\/5)7%2 + (\/5)7171. Itt (\/5)”72—ben a V2 paratlan hatvanyon szerepel, tehat
biztosan nem 0 az egyiitthatoja.

b) Tegyiik fel, hogy léteznek ilyen u és v szamok.

Nem lehet u és v egyszerre 0, mert akkor u 4+ v nem irracionalis.

Nem lehet, hogy u vagy v egyike 0, mert példaul ha v = 0, akkor v irracionalis, és igy v> = v - v? miatt vagy v?,
vagy v> szintén irracionalis lenne, ami ellentmond a feltevésiinknek.

(u2 + ’U2)2 . (u4 + ’U4) _ 2U2U2,
tehat 2uv?, vagyis u?v? is racionalis, mert u? + v? és u* + vt is az.
Ha minden n > 2 esetén u" + v™ racionalis, akkor specidlisan n = 2-re, 3-ra és 5-re is az. Irjuk most fel a kdvetkezs
szorzatot:
(u? + v (u® + %) = v’ +0° + u*0* (u +v).
Azonos atalakitassal (u # 0, v # 0):

(u® +0?) (v’ +0°) — (u* +2°)
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(1) = (u+v).

Eszerint (1) bal oldalan racionalis szam all, a jobb oldal tehat nem lehet irracionalis.



