I. megoldas. Vizsgiljuk meg, hogy egy rogzitett d szam hanyszor 1ép fel (i; j)-ként a feladatbeli dsszegben! Vilagos,
hogy ha (i;j) = d, akkor % és f_i relativ primek, tovabba mindketts az {1; {SH intervallumba esik, ahol |n| az n als6
egészrészét jeloli.

Masfelsl, ha i, j' € [1; Lg” relativ primek, akkor i := i’ - d, ill. j := j' - d esetén (i;5) = d és i,j € [1;n].

A feladatbeli egyenl6tlenség bal oldalan allé mennyiséget f(n)-nel jelolve, a fenti gondolatmenet formalisan az alabbi
Osszeg atrendezése:
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ahol g(z) az 1 és = kozé es§ szamokbol alkothato relativ prim szamparok szama. A tovabbiakban g(z) értékét fogjuk
megbecsiilni, pontosabban igazoljuk, hogy
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Mivel az (1;1) szampéar megfelels, ezért « < 10 esetén (2) trividlisan teljestil. A becslés tgy adodik, hogy az Gsszes
szamparok szamabol minden d-re kivonjuk azon szampérok szamét, melyeknek d kozos osztoja. Azaz,
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Ismert, hogy a harmonikus sor divergens, ezért valamely N-re Z P > 400 teljestl (példaul N = 2800 megfelel), igy

n > N-re (3) alapjan
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amint azt bizonyitanunk kellett. O

Megjegyzések. 1. A bizonyitasbol lathato, hogy a feladatbeli becslés jobb oldalan 4116 4-es szorzoé tetszéleges kons-
tanssal helyettesithet6 azon az aron, hogy megnd az a legnagyobb egész, melyre a feladatbeli egyenl6tlenség még nem
teljesiil.

2. Mélyebb szamelmeéleti ismereteket felhasznalva megmutathato, hogy a megoldasban szerepls g(x) fliggvény

aszimptotikusan —2962, ahonnan a feladatban szerepls f(n) Osszeg értéke aszimptotikusan —2902 log z-nek adodik.
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3. A legtobb megoldo a fentinél kevésbé elemi, a primek reciprokésszegének divergencidjara épité megoldast talalt.
Az alabbiakban vazoljuk ezt a gondolatmenetet.

IT. megoldas. Az (i; j) legnagyobb kozds osztot az i, j szamok kdzos primosztoinak dsszegével becsiiljiik. Legyenek
p1 < p2 < ... < px mindazon primek, melyek az i és j szdmokat egyardnt osztjik. Mivel barmely széban forgd prim
legalabb 2, ezért

(4) (i) >p1-p2-e P >P1+D2 D3 PE >
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teljestil. Jol ismert, hogy a primek reciprokosszege oo-hez tart, igy létezik olyan N szam, melyre az 1 és N kozti
primek reciprokosszege nagyobb, mint 6. Ha tehat n > N, akkor (4) alapjan az I. megoldasban definialt f(n)-t az



aldbbi moédon becsiilhetjiik:
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