Megoldas. Rogzitsiik G egy 3-szinezését, melyben az egyes szinekre szinezett csicsok szama (azaz a szinosztalyok
meérete) ni, no, illetve ng. Vilagos, hogy n1 + ne + ng = n.

Tegyiik fel, hogy két szinosztaly (mondjuk a piros és a z6ld) nem feszit G-ben Gsszefiiggs grafot, azaz a piros és zold
csucsok kozott futd élek alkotta részgrafnak legaldbb két komponense van. Amennyiben e komponensek valamelyikén
a szineket felcseréljik (vagyis ezen a komponensen beliil a korabban z6ld csticsok pirosak lesznek, a pirosak pedig
zoldek), tgy tovabbra is igaz marad, hogy G barmely élének végpontjai kiilonboz6 szintiek. A cserével tehat G egy
olyan 3-szinezéséhez jutunk, melynek szinosztilyai masképpen osztjak harom csoportra G cstcsait, mint az eredeti
szinezés szinosztalyai. Ezért az 0j 3-szinezésben vagy két, korabban azonos szint pont kiilénbo6zé szint kapott, vagy
két, korabban kiilonb6z6 szind pont azonos szint lett, esetleg mindkét valtozasra sor keriilhetett. Ez ellentmond annak,
hogy G egyértelmten szinezhets 3 szinnel, vagyis G barmely két szinosztalya Osszefliggd grafot feszit.

Ismert, hogy egy Osszefiig6 graf élszama legfeljebb 1-gyel kevesebb, mint pontjainak szama, ezért az els6 két szin-
osztaly legalabb mi + ma — 1, a mésodik és harmadik szinosztaly legalabb ma + m3 — 1, mig az els6 és harmadik
szinosztély legalabb nq 4+ ns — 1 kiilonb6z6 élt tartalmaz. Az emlitett élek egymastol is kiilonboznek, ezért G élszaméara
az (n1 +n2 — 1)+ (n2 +ng — 1) + (n3g +n1 — 1) = 2n — 3 also6 becslést kapjuk. O

Megjegyzések. 1. Tobben probaltdk a feladatot teljes indukcioval megoldani: az allitas 3-pontt grafokra vilagos,
tegyiik fel, hogy a legfeljebb (n — 1)-pontu grafokra méar bizonyitottuk a becslést. Ha az n-ponti, egyértelmien 3-
szinezhet6 G grafnak minden csicsa legalabb 4-edfoku, akkor élszama legalabb 2n, igy az allitas igaz. Ha van G-nek
masodfokud csicsa, akkor annak torlésével (mint az konnyen lathato) egy egyértelmiien 3-szinezhets graf keletkezik,
melyre igaz az indukcios feltevés: legalabb 2(n — 1) — 3 = 2n — 5 éle van, ezért G élszama nem kevesebb, mint
2n — 5+ 2 = 2n — 3. Az elintézetlen eset az, amikor G-ben a minimalis fokszam 3. Sajnos, ha G egy harmadfokd v
csucsat elhagyjuk, a maradék G — v graf nem lesz feltétleniil egyértelmitien 3-szinezhets: elképzelhetd ugyanis G — v-nek
olyan 3-szinezése, melyben v szomszédai kiilonb6z6 szineket kapnak. Ha ezt kovetGen pl. dsszehtizzuk v két azonos
szind szomszédjat, akkor a kapott graf mér egyértelmien 3-szinezhetd, azonban csupan 3-mal kevesebb éle van, mint
G-nek. Az indukcios bizonyitashoz pedig legalabb 4-gyel kevesebb élre volna sziikség.

A bizottsag nem ismer a fenti gondolatmenetet teljes indukcios bizonyitassa kiegészitd érvelést.

2. Tobben igazoltik, hogy a feladatban adott korlat elérhetd. Vildgos, hogy a 3-pontua teljes graf egyértelmien
3-szinezhetd, és (2n — 3) éle van. Az is konnyen latszik, hogy ha egy egyértelmtien 3-szinezhets G grathoz hozzavesziink
egy Uj pontot, melyet G két kiilonbozé szind pontjaval kotiink Ossze, akkor Gjabb egyértelmien 3-szinezhets grafot
kapunk, melyre a becslés pontos lesz, ha mar G-re is az volt.

3. A feladat megoldédsa értelemszert modositasokkal kiterjeszthet6 egyértelmten k-szinezhets grafok élszamanak

k
becslésére is, azaz megmutathato, hogy tetszSleges egyértelmiien k-szinezhets grafnak legalabb (kK — 1)(n — k) + ( 2)

éle van. A 2. megjegyzés is kiterjeszthets: a k-pontu teljes graf egyértelmitien k-szinezhets, és egy egyértelmten k-
szinezhetd grafhoz Gj pontot hozzavéve és k — 1 kiilonb6z6 szind ponttal 6sszekdtve ismét egyértelmiien k-szinezhetd
grafot kapunk.

4. Akkor is alkalmazhat6 a modszeriink, ha nem az egyértelmien k-szinezhets grafok élszamat akarjuk megbecsiilni,
hanem csupan felsé korlatunk van G k-szinezéseinek szamara. A megoldas gondolatmenetével felsé becslést kaphatunk
két szinosztaly altal feszitett komponensek szaméra, innen pedig a két komponens altal feszitett élek szama alulrol
becsiilhetd.



