Megoldas. A sorozat az x,1 = f(x,) rekurziéval van megadva, ahol f(z) = 2> — x + 1. Az f fiiggvény grafikonja
az dbrdn lathato, megrajzoltuk az y = x egyenletii egyenest is, amely a gorbét az (1;1) pontban érinti. A grafikonrél
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lathato, hogy f(x) > 7 tehat ha z1 # 0, akkor az — sorozat minden tagja értelmes.

2

Ha 0 <z < 1, akkor 0 < z < f(z) < 1, tehat ha x1, a sorozat elss tagja 0 és 1 kozé esik, mint a feladat a) részében,

1 =1
akkor az — sorozat minden tagja nagyobb 1-nél, a Z — végtelen sor tehat divergens.
i = T

Az adott rekurziét atrendezve kapjuk, hogy
Tnt1 — 1 = xp(xy, — 1)
és mivel f(z) = 1 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0 vagy = = 1, a fenti egyenlGségben nullatol kiilonbozs értékek
allnak, ha a sorozat els6 tagja nem 0 vagy 1. Mindkét oldal reciprokat véve:
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Tpy1 — 1 wp(z, — 1)
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Vegyiik észre, hogy a jobb oldal kiilonbségként irhato: = — — és igy
To(xn—1) z,—1 1z,

1 1 1

:En+1—1_:1:n—1 Ty

amit atrendezve a rendkiviil jol kezelhetd ,teleszkopikus” kiilonbséghez jutunk:
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Tn Tp—1 Tpyr—1

Innen ugyanis a vizsgalt sor n-edik részletosszege:
1 1 1 1 1
Z.Ii (Il—l $2—1)+(I2—1 {E3—1>+ +

(1 1\ 1 1
Th—1 xpp1—1) 231 x4 —1

Ha x > 1, akkor nyilvan 1 < = < f(x), tehat az x, sorozat szigortian monoton novs. Az x4 — x; = (x; — 1)2
egyenlSségeket Osszeadva:

Tpt1 — 1 = (Tng1 — Tn) + (Tn —Tp—1) + -+ (22 —21) =
= (@n = 1)+ @p_1 — 1)+ + (21 — 1 > n(zy — 1)°,

1
tehéat az x, sorozat végtelenhez tart és igy az ——— sorozat hatarértéke nulla.
Tn+1 —
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Az S, sorozat hatarértéke tehat xp > 1 esetén Pt vagyis ha z; = 2, akkor a Z — végtelen sor Osszege 1.
Ty — - €T;
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Megjegyzések. 1. Ha x1 < 0, akkor a sorozat méasodik tagja 1-nél nagyobb és igy a fentiek szerint ebben az esetben
1 o0
xr1 — 1
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is a E — végtelen sor Osszege.
T
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2. Konnyen igazolhato, hogy ha z1 nem 0 vagy 1, akkor (z; — 1) Z — 4+ H — = 1. A feladat kérdéseire ennek az
i=1 i=
azonossagnak a felhasznéalasaval is gyors valasz adhato.
3. Abban az esetben, ha z1 = 2, az x,, sorozatnak érdekes tulajdonsagai vannak. El6szor is konnyen igazolhato,
hogy ebben az esetben az x,11 = 1 4+ z122 -z, rekurzié szadmolja ki a sorozat elemeit: 1 = 2, zo = 3, x3 = 7,
x4 = 43, ..., masrészt erre a sorozatra teljesul a kovetkezd allitas: ha n darab pozitiv egész szam reciprokidnak Osszege
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kisebb 1-nél, akkor ez az Gsszeg legfeljebb — + — 4+ + —. Ha belegondol az ember, mar az sem nyilvanval6, hogy

az 1-nél kisebb értékd n-taga remprokosszegek kozott egyaltalan létezik legnagyobb. .



