Megoldas. Jelolje n a keresett g(z) polinom fokszamat. Vizsgaljuk meg elGszor, van-e olyan legfeljebb elséfoku
g(z) polinom, amelyre f(g(z)) = g(f(z)). Legyen g(x) = bz + c. Ekkor

f(g(x)) =abz+ac+1 és g(f(x)) =baz+b+c.

Az elstfoku tagok egyenlSk, igy ez a két polinom pontosan akkor azonos, ha ac+ 1 = b+ ¢. Ha a = 1, akkor innen

1-0
b =1, ¢ pedig tetszbleges valos szam, ha pedig a # 1, akkor b # 0 tetszsleges és ¢ = 1 a Vegyiik észre, hogy igy a
—a

b= 0 esetben is megoldast kapunk, ekkor a g(z) konstans és értéke ¢ = — -
A tovabbiakban legyen g(z) = bpx™ + bp_12™ ' 4+ ... + biz + by legalabb mésodfoku polinom. Ekkor

9(f(@)) = bnlaz +1)" + by (az +1)" "+ ...+ bi(az + 1) + by

Rendezziik ezt a polinomot az = csokkend hatvanyai szerint és a binomialis tétel felhasznalaséval irjuk ol a két
legmagasabb foku tagjat:
9(f(2)) = bpa™z™ + (nbpa™ " + by_1a™ N2 4L

Az f(g(x)) polinom két legmagasabb foki tagja byaz™ és b,_1az™ .

Ha f(g(z)) = g(f(z)), akkor sziikséges, hogy

(1) by -a" =by, -a,
illetve
(2) neoby-a" t4byq-a" t=byq-a.

Az els6 feltételbsl ab,, # 0 és n > 2 figyelembevételével kapjuk, hogy "~ ! = 1. Ha n paros, akkor innen ¢ = 1, ha
pedig paratlan, akkor a = £1 adédik.

Ha a = 1, akkor a (2) feltételbdl n - b, = 0, ami nem lehetséges. Nem létezik tehat olyan legalabb masodfoka g(z)
polinom, amely az f(x) = z + 1 polinommal f6lcserélhetd.

Meg kell még vizsgalnunk az a = —1 lehetdséget, amikor n paratlan. Az f(g(z)) = —g(z)+1, g(f(z)) = g(—z+1)
polinomok pontosan akkor azonosak, ha

(1) g(z) +g9(1—z)=1.

Geometriailag ez azt jelenti, hogy a g(z) polinom grafikonja szimmetrikus a (0,5;0,5) pontra, a g(x) polinom 0,5-re
szimmetrikus helyeken folvett értékei, g(0,5 — x) és g(0,5 + ) a 0,5-re szimmetrikusan helyezkednek el, 6sszegiik 1:

(2) (0,5 —z) +g(0,56+ ) = 1.

(1) és (2) nyilvan ekvivalensek, az x <+ (0,5 — x) helyettesitéssel kaphatok egymasbol. (2) pedig gy is fogalmazhato,
hogy ha a g(z) grafikonjat a (—0,5; —0,5) vektorral eltoljuk, akkor a kapott h(z) = ¢(0,5+ x) — 0,5 polinom grafikonja
az origora szimmetrikus, h(z) + h(—z) = 0, a h(z) polinom paratlan.

Ebben az Gsszegben a h(z) paratlan foku tagjai kiesnek, a paros foku tagok pedig megkétszerezddnek. Ha tehat
ez az Osszeg azonosan nulla, azaz minden egyiitthatoja nulla, akkor a h(z)-ben egyaltalan nincsen paros fokua tag: egy
polinomfiiggvény pontosan akkor paratlan, ha minden tagjanak a foka paratlan.

Mivel g(x) = h(x — 0,5) + 0,5, g(x) és f(x) = —z + 1 pontosan akkor cserélhet fol, ha

g(z) =05+ > bi(z—0,5)",

k paratlan

ahol a by egyiitthatok tetszéleges valos szamok.
Eredményeinket Gsszefoglalva:
—ha a =1, akkor g(z) =2 + ¢,

1
—ha a # 1, akkor g(x) = bz + 1

, ahol b tetszGleges valos szam,
—a

—ha a = —1, akkor g(x) = 0,5 + Z br(z —0,5)".

k paratlan



