Eljzetes megjegyzés. Ha x1, x2, x3 jeloli az
(1) 2?3 +1=0
egyenlet gyokeit, akkor a Viéte-formuldk szerint
r1+x2+23=0, x1T9+ 223+ 2301 = —3 és w1x003 = —1.

Hasonloéan kapjuk, hogy a keresett a, b, ¢ szamokra fenn kell allnia a

—a = ,’E? + :Eg + :Eg, b= x?xg + xgxg + :ngi, —Cc= x?:tgxg
Osszefiiggéseknek.

Elvben vilagos a teendénk: a harom egyenlet jobb oldalan az x1, z2, x3 valtozok szimmetrikus polinomjai allnak,
ezek pedig a szimmetrikus polinomok alaptétele szerint kifejezhetGk a valtozok elemi szimmetrikus polinomjaival,
tehat (1) egyiitthatoival. Bar ¢ értéke nyomban adodik, a és b meghatarozasa meglehetGsen hosszadalmas szamolasnak
igérkezik. A megoldok tobbsége ezt sikeresen elvégezte. Ehhez nem is kell ismerni a megoldas hétterében 1év§ tételt.
Az alabbiakban két gyorsabb megoldast mutatunk, az egyik a fenti hatvanyOsszegeket hatarozza meg célratérébben és
igen attekinthetd modon, a mésik pedig kozvetleniil a keresett polinomot irja fel.

I. megoldas. A gyokok 6todik hatvanyosszegének gyorsabb kiszamolaséhoz a polinomok korében elvégezhetd
maradékos osztasi eljarasnak egy nyilvanvald, de rendkiviil hasznos kdvetkezményét hasznaljuk fel.

Ha « gyoke a g(x) polinomnak és az f(x) polinomot a g(x)-szel maradékosan elosztva a maradék r(x), akkor
fla) =r(a), tehdt az osztandd és a maradék azonos értékeket vesznek fol az oszté gyokein.

Az allitas nyomban adodik, ha az f(x) = g(x) - ¢(x) + r(z) egyenlGségben a valtozo helyére a-t helyettesitiink,
hiszen g(«) a feltétel szerint nulla. Eredményiink mésképpen azt jelenti, hogy az o minden f(«) polinomja egy g-nél
alacsonyabb fokszamu polinom, a g-vel valo osztasi maradék helyettesitési értékeként szamolhato.

Legyen tehat g(x) = 2> — 3z 4 1. Ekkor g(z) gyokeinek 6todik hatvanyat kell kiszamolnunk, az f(x) = x° polinom
helyettesitési értékét az x1, 2, x3 helyeken, pontosabban ezek Osszegét. Osszuk el maradékosan az f(x) polinomot a
g(x)-szel:

25 = (2 -3z +1)(2* + 3) — 2% + 9z — 3,
az r(z) maradék —z* + 9z — 3. A fentiek szerint ekkor 2} = —27 4+ 9x; — 3. Innen pedig 25 + 25 + 25 = — (23 + 23 +
x3) 4+ 9(x1 + 22 + x3) — 3- 3, a tényleges feladat tehat a gyokok négyzetosszegének a meghatarozasa, amely az ismert
mo6don
2?4+ a2 42k = (21 + 20 + 23 )2 — 2(x129 + T2z + T321).

0 -3

Minden szerepld kifejezés értékét ismerjiik, igy
—a=a+a3+af=—(a7+ 23 +23) +9(x1 + 22+ 23) —3:3=—-6—9=—15.

b kiszadmolasahoz gondoljuk meg, milyen ,konnyen” ment a gyokok 6todik hatvanyosszegének a meghatarozasa. Ezért
aztan ahelyett, hogy altalaban bajlodnank az 6tddik hatvanyok kéttényezds szorzatainak az Gsszegével, jobb vasarnak
ttnik, ha elkészitiink egy olyan g(x) harmadfokt polinomot, amelynek a gyokei éppen ezek a kéttényezds szorzatok,
T1%2, Toxs, illetve zgxy. Az igy kapott polinom gyokeinek 6todik hatvanyosszegét azutan mér gyorsan szamolhatjuk
a fenti modszerrel, a maradékos osztas utan mar ,csak” ezeknek a kéttényezGs szorzatoknak a négyzetOsszegére van
sziikségiink.

Megint a Viéte-formulakat felhasznélva g(x) = 2® — byx? 4 box — b3, ahol

b1 = 129 + 2023 + 2321 = —3,

by = xlazgazg + x2x§x1 + IgiE%.IQ = rxoxs(r1 + 22 +23) =0, végil

b3 = T120T2T3T3T1 = (3:11323:3)2 =1,
tehat most g(x) = 2* + 32 — 1. Elvégezve a maradékos osztést

2 = (2% + 322 — 1)(2? — 324+ 9) — 2622 — 3z + 9.
A fenti eljarast sz6 szerint megismételve
3:?:1:2 + a:gxg + 3:?):13? = —26(:1:%:1:% + x%x% + x%xf) —3(x122 + xow3 + 2371) + 3+ 9.

Mivel zix3 + x523 + z3x5 = b} — 2by = 9, az eredmény nyomban adodik:

b=ajad +ada) +aja) = —26-9+9+3-9=—-198.



A keresett polinom tehat z + 1522 — 198z + 1.

3—a1x2+a2x—a3

Megjegyzés. A megoldas modszerével altalanosan is megoldhato a feladat: ha 1, 2, 23 a g1(x) =
polinom gyokei, azaz
a1 =21+ T2+ T3, G2 =T1T2 + T2x3 + T3T1, az = T1T23,
akkor a q; = 25 + 25 + 73, g2 = z}2) + 252} + 2327, g3 = 2] x525 mennyiségek a kivetkezSképpen szdmolhatok:
q3 értéke kozvetleniil adodik, g3 = (x1x2x3)5 = aj.
q1 kiszamitasahoz az f(z) = 2° polinomot kell maradékosan elosztani a

g1(z) = 2 — a12? + asx — a3 polinommal. Ezt elvégezve kapjuk, hogy a maradék
r(z) = (a} — 2a2a1 + CL3)IE2 + (a% —ajas + araz)w + (af — az)as.
Innen pedig
q1 =71(21) +r(22) +r(23) = (a} — 20201 + as) (x% + x5 +a3) +
+ (a% —alag + alag)(;vl +xo+23)+3- (a% — az)ag.
Felhasznélva, hogy a gyokok négyzetosszege x5 + 23 + x3 = aj — 2as, megvan az eredmény:
q1 = (ai’ — 2aza1 + ag)(a% —2a2) + (a% —alay + aras)ay + 3 - (a% — az)as,

ami ,puszta kézzel” elég baratsagtalan szamolas volna. Attekinthetébb alakot kapunk egyébként, ha az a; hatvanyai
szerint rendezve is felirjuk az eredményt:

(2) qQ = a? — 5a2a? + 5a3af + 5a§a1 — baqag.

¢2 kiszamitasahoz frjuk fel azt a go(x) = 2® — byx? 4 byx — bz polinomot, amelynek a gydkei éppen a g;(z) gyokeibél
készitett kéttényezGs szorzatok, x1xe, xaxs, illetve xsx;. A megoldasban latottak szerint ekkor

b1 = 122 + T273 + T3T1 = Az,
by = :Elxgxg + :szgxl + JJ3,’E%£L’2 = x129w3(21 + 22 + 3) = ajaz, veégiil
b3 = T1X2X2X3X3XL1 = ($1$2$3)2 = ag.

Ezek utan (2) alapjan go = b3 — 5bob} + 5bsb3 + 5b3b; — Sbabs, ahonnan behelyettesités utan

2 2 2 2
q2 = a5 — bajazay + 5ajas + Saja3as — Sajaj.

II. megoldas. Ha az z° + pz + ¢ polinom gyokei 1, zo és 3, akkor egy szerencsés észrevétellel kozvetleniil
felirhatunk olyan egyenletet, amelynek éppen x?, :Eg és :Eg a gyokei. Ha ugyanis az

3 1
x5 +pxd5+q

kifejezésben x helyére :C?—t helyettesitiink, akkor :Ef + px; + q adodik, ami a feltétel szerint nulla. Megforditva, ha y
3 1
megoldésa az x5 + px5 4+ ¢ = 0 egyenletnek, akkor 6t6dik gyoke polinomunknak lesz gyoke. A talalt alak viszont

sajnos nem polinom, de ezen lehet segiteni.

Hasznaljuk fel az
(a+b)° = a® + b + 5ab(a + b)(a® + ab + b?)

azonossagot és emeljiik 6t6dik hatvanyra az atrendezett

1
) I
egyenlségeket (i = 1,2, 3).
4 6 4 2
—q¢° =} +p°w; + 5px) (—q) (l‘f +pap +p2xi5)'
3 1

A szémolas sorén az ng + p:z:i5 Osszeget a vele (3) szerint egyenls (—g)-val helyettesitettiik. Ha most a zaréjelben allo
1

osszegbdl kiemeliink 7 -t, akkor minden a helyére z6kken, ugyanis (3) Gjabb folhasznaldsaval a megmaradt tortkitevok
is eltlintethetdk:

3 1
—¢° = a2} + p°x; — 5pgx; (:Ei + p{xf + px? }), tehat
——

—4q

z? + p°x; — 5pgzi(z; — pq).

|
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A kapott egyenléségek igy azt jelentik, hogy z gydke az
z® — bpgz® + (p° + 5p*¢*)z + ¢° =0
egyenletnek. A feladatban p = —3 és ¢ = 1, a keresett polinom tehét
23 + 1522 — 198z + 1,

a=15b=—198,¢c=1.

Megjegyzések. 1. Az olvaso altalaban is megkisérelheti a masodik megoldas modszerével kozvetleniil felirni a meg-
felel6 harmadfokt polinomot, amelynek egyiitthatoi az I. megoldés altalanos formulai.

2. A hosszura nyudlt megoldas végén magyarazattal szolgalhatunk a feladat némileg sajatos szovegezésére. Ha
kozelits értekeket is elfogadhatonak tekintiink, akkor messze a legegyszertbb ut az eredeti egyenlet, 2° — 3z 4+ 1 =
0 numerikus megoldasa, hiszen a szoban forgoé hatvanyoOsszegek azonnal szamolhatok a gyokokbsl. A feladat nem
kérdezte a gyokok jellegét, kozottiik elvben komplex szdmok is lehetnek, ami persze nem befolydsolja a megoldast.
Megnyugtatéasul folvazolhatjuk a fiiggvény grafikonjat (dbra): leolvashato, hogy az egyenletnek harom valds gyoke
van. Mivel egyikiik sem racionalis, csak a kozelité megoldas marad. A gyokok két tizedes pontossaggal: x1 ~ —1,88;
9 = 0,35; z3 =~ 1,53. Ha ezekkel a kozelits értékekkel végezziik el a szamolast, akkor két tizedesre kerekitve af;’ + xg +
x5 ~ —15,1, illetve (z}z3) + (x523) + (z52}) ~ —197. Lathato, hogy a masodik eredménynél a kerekitési hibdk mér
egységnyi eltéréshez vezetnek, a szamolas tehat legfeljebb az eredmény tesztelésére jo.

1 é T

y=z°—3z+1

Egy masfajta, 6nmagéban is érdekes megkozelitéssel azonban igenis felirhaté a gyokok ,pontos” értéke. Ezt a
modszert — a modern algebrai jelolésrendszer kidolgozasa mellett — a nevezetes formulak névaddja, Frangois Viéte
dolgozta ki, éppen a harmadfokt egyenlet vizsgalata soran. (Hozzatartozik az igazsaghoz, hogy magukat a formulakat
egy masik francia matematikus, Albert Girard vezette be a XVII. szazad els§ felében, egy jo emberdltGvel Viete utéan.)

A matematikatorténet Viéte-nek tulajdonitja az észrevételt, hogy a fenti tipusu hidnyos harmadfoku egyenletek
kisértetiesen emlékeztetnek bizonyos jol ismert trigonometrikus Osszefiiggésekre. Egyes forrasok szerint azonban mar
az indiai matematikusok is hasznaltak ezt a modszert a XIV. szdzadban.

Ha a haromszoros szog szinuszara vonatkozo sin 3a = 3sin a — 4 sin® a 6sszefiiggést 2-vel szorozzuk és atrendezziik,
akkor az (1) egyenlethez hasonlé szerkezeti alakot kapunk:

(1) (2sin@)® — 3 - (2sina) + 2sin 3a = 0.

Ez az azonossag gy is olvashato, hogy valahanyszor az « szogre teljesiil, hogy (1') utols6 tagja, 2 sin 3« egyenls az (1)
egyenlet konstans tagjaval, ami most 1, akkor erre a szogre 2 sin « az (1) egyenlet megoldasa. Ez volt Viéte észrevétele.
Ezek utan az (1) egyenlet gyokei a

(4) 2sin3a =1
egyenlet megoldasaval kaphatok. A (4) egyenlet megoldasai nyomban adodnak:
a=10°+k-120°, illetve o =50°+k-120°.

A szinuszfiiggvény szimmetriait figyelembe véve harom kiilonb6z6 szinusz-érték és igy — természetesen — harom kiilon-
b6z6 megoldas adodik: az (1) egyenlet gyokei tehat 2sin 10° & 0,3473; 2sin 130° &~ 1,5321, végiil 2sin 250° ~ —1,8794.



Ha tehat a szokdsos moédon a ,Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ szdmokat gy, hogy...” formaban tlztiik volna ki a
feladatot, akkor, amint erre Csikvdri Péter felhivta a figyelmiinket, a fentiek alapjan kifogastalan az aldbbi véilasz:

a = —2°(sin® 10° + sin® 130° + sin® 250°),
b = 2'9(sin® 10° - sin® 130° + sin® 130° - sin® 250° + sin® 250° - sin® 10°),
c = —2.5in® 10° - sin® 130° - sin® 250°.

A feladat szovegében szerepls érthetetlennek tiing kitétel a tizes szdmrendszerbeli alakrél éppen errdl az utrél akarta
letériteni Viete esetleges kovetdit. Valoszinileg maximalis pontszamot kellett volna ajanlanunk, ha valaki igy oldja
meg a feladatot.



