Megoldas. Egy négyszog akkor rombusz, ha paralelogramma és az atl6i merélegesek egymasra. Mindkét tulajdon-
sagot egyszertien le lehet irni vektorok segitségével, ezért igy oldjuk meg a feladatot. Jeloljiik a négyszog csucsait A,
B, C, D-vel, egy tetsz6leges pontbol a csicsokba mutaté helyvektorokat pedig a, b, ¢, d-vel.

A vektorok tulajdonsagait felhasznalva nyilvanvalo a kovetkezs két allitas:

1. A konvex ABCD négyszdg pontosan akkor paralelogramma, ha a—b =d — c.

2. A konvex ABCD négyszig dtléi pontosan akkor merdlegesek egymdsra, ha (a — c)(b —d) = 0.

Ezt a két vektorokra vonatkozo egyenl@séget kell tehat bebizonyitanunk abbol kiindulva, hogy a négyszog barmely
két szemkozti oldaldanak felezépontjai kozotti tavolsag négyzete fele a két oldal négyzetosszegének. Felhasznalva a sza-
kasz felez6pontjanak helyvektorara vonatkozo képletet, valamint azt, hogy egy vektor négyzete megegyezik hosszanak
négyzetével, a feltételeket az alabbi két egyenlet irja le:
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Az egyenleteket rendezve kapjuk, hogy

A két egyenletet Osszeadva majd a kapott egyenletet rendezve:
2((a—c)’+(b-d)°) =2((a-b)*+(c—d)?) +2((d —a)’ + (b - ¢)?)
0=(a—b+c—d)>

Ebbdl viszont 0 = a — b 4+ ¢ — d kovetkezik, tehat az ABC D négyszog az 1. allitasbol kovetkezGen paralelogramma.
Ha pedig a két egyenletet kivonjuk egymasbol, és az igy kapott egyenletet rendezziik, akkor:

da—c)(b—-d)=2((a—b)*+(c—d)*) —2((d-a)’+ (b—c)?)
(a—c)(b—d)=—-ab—cd+da+bc
2(a—c)(b—d)=0.

Ez viszont a 2. allitasbol kovetkezGen azt jelenti, hogy az ABC D négyszog atloi merdlegesek egymasra.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy a feladatban szerepls négyszog rombusz.



