Megoldas. Jelolje az adott kort k, a kdzéppontjat O, az OP tavolsagot pedig d. Azt vizsgaljuk meg, hogyan filigg
a szoban forgé maximum a d értékétsl. Nyilvan 0 < d < 1. Jegyezziik meg, hogy a négyszog cstucsai a koriiljaras
sorrendjében A, D, C és B, a tovabbiakban ezt a sorrendet hasznaljuk.

Ha d = 0, vagyis P = O, akkor a négyszog atloi a k kor atmérsi. Ismeretes, hogy egy négyszog kétszeres teriilete
az atlok és a hajlasszogiik szinuszanak a szorzata. Az atlok hossza most a kor atmérGje, a hajlasszogik szinusza
pedig legfeljebb 1 és pontosan akkor ennyi, ha az &tlok merdlegesek. Ebb6l kovetkezik, hogy ha d = 0, azaz P a kor
kozéppontjaban van, akkor a négyszog teriilete legfeljebb 2 egység és ha az atlok merélegesek, akkor éppen ennyi.

Legyen most d > 0. Az ADB és ODP haromszogek D-b6l indulé magassaga kozos, igy teriiletiik aranyara TADB =
oDP
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1
Az ADBC négyszog teriilete tehat akkor maximalis, ha a COD héromszog teriilete, 500 -OD -sinCOD< a lehet§
legnagyobb.

D

1. dbra

Ebben a szorzatban OC = OD = 1, vagyis a COD haromszog teriilete akkor a legnagyobb, ha sin COD< maximé-
lis. Legyen ¢ = OCP< = ODP<«. Ekkor sin COD< = sin (180° — 2¢) = sin 2y, ennek a legnagyobb értékét keressiik
tehat, mikozben C befutja az AB korivet. Ha g jeloli az OCP< maximumat, akkor 2¢ a ]0;2p¢] intervallumon
valtozik. A sin2¢p maximalis értéke tehat attol fiigg, hogy ez az intervallum tartalmazza-e a derékszoget, azaz ¢g és
45° viszonyatol. Hatdrozzuk meg tehat a P adott helyzetében a ¢ szog legnagyobb értékeét.

Tekintsiik ehhez az OP szakasznak azt a k' latokorét, amelyik érinti az AB korivet (2. dbra). (A szimmetria miatt
elegendd a felss félsikra szoritkoznunk.) Ha Cy az érintési pont, akkor az AB iv Cp-t6l kiilonboz6 C pontja a k' latokor
kiils¢ pontja, az ismert tétel szerint tehat ¢ = OCP< < OCyP< = g, a ¢ sz0g akkor maximalis, ha C' = Cj.
A Tatokor érintési pontjaként a maximumot szolgaltatdo Cy pont helyzete kozvetleniil is adodik, ha észrevessziik, hogy

az OCy szakasz a k-t érint6 k' 1atokorben atmérs: Thalész tétele szerint ekkor CoP merdleges AB-re, vagyis Co-t az

OP
AB-re P-ben allitott mer6leges metszi ki k-bol: sin gy = oc = d.
0

2. abra

2
Ha ¢y < 45°, ami pontosan akkor teljesiil, ha d = sin g < g, akkor C' minden megengedett helyzetében 2 < 90°.
A 2¢ szinusza ezért akkor a legnagyobb, ha 2¢ a lehetd legnagyobb, azaz C = Cy, a négyszog atldi merdlegesek. Ekkor
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(Vegyiik észre, hogy eredményiink a d = 0 esetet is magaban foglalja.)
2
Ha g > 45°, ami pontosan akkor teljesiil, ha d = sin g > %, akkor 2¢p lehet derékszog, sin 2¢ legnagyobb értéke
1 1 2
tehat 1. Ekkor a COD haromszog teriilete 30 32 ACBD négyszogé pedig (1) szerint 7 Megjegyezziik, hogy a d > g

esetben a P ponton keresztiil két olyan helyzete is van a C'D hurnak, amelyre COD< = 90°, a megfelels C1, Cs
pontokat az OP szakasz 45°-os latokore metszi ki az AB ivbdl (3. dbra).

Eredményeinket Gsszefoglalva:

2v/1— OP?, ha 0§0P<\/7§,
V2

— ha 7§OP<1.
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