Megoldas. A megoldas sordn foltessziik, hogy tg (1—7; — x) és tg (1—7; + x) értelmesek. A harom mennyiségnek
hatféle sorrendje lehetséges, azonban az esetek szama csokkenthetd. ElGszor is vegyiik észre, hogy amennyiben a k6zépsd
elemet rogzitjiik, akkor a két széls§ elem sorrendje a feladat szempontjabol k6z6mbos, harom (nem nulla) szam egy
adott sorrendben pontosan akkor alkot mértani sorozatot, ha a két széls6 tagot felcserélve ugyancsak mértani sorozatot
kapunk. (A sorozat hanyadosa a csere utan a reciprokara valtozik.) Ezzel az esetek szama a felére csokken.

4 . PP 1 m . 7T
Masfeldl az x <+ —x helyettesités folcseréli tg (12 x) éstg (12 + :E) értékét, igy atg 1 (12 x) (12 + :E)
mennyiségekre ebben a sorrendben akkor és csak akkor teljesiil a feladat feltétele, ha az adott helyettesités utén tg — 12’

( 12 + :E) és tg (E — :E) alkotnak mértani sorozatot. Igy elegendé két esetre szoritkoznunk: ha tg %, illetve ha

tg (E — :E) a kozépss elem.

Jelolje tg x értékét y és az egyszertiség kedvéért legyen tg 17T—2 =t. A megfelels addicios tételek felhasznalasaval

us _t=y s _t+y
tg(m x)_1+ty o tg(12+x>_1—ty'

Ismeretes, hogy harom nullatol kiilonb6z6 szam pontosan akkor lesz egy mértani sorozat harom szomszédos tagja, ha
a kOzépss tag négyzete egyenls a masik két tag szorzataval. Az elsG esetben, ha t a k6zépsé tag, akkor
p_t-y t+y -y
T+ty 1—ty 1—t2y2’

ahonnan t*y? — 42 = 0. Mivel t* # 1, azért innen y = 0 kovetkezik, azaz & = km, ahol k tetsz6leges egész szam. Ekkor
a harom szam egyenl$ és nem nulla, valéban mértani sorozatot alkotnak.

Ha —

i a kozépsé elem, akkor a feltétel szerint most a

14ty
t.t—i—y_ t—y 2
1—ty \1+ty

egyenletet kapjuk. A miiveleteket elvégezve és y hatvanyai szerint rendezve, majd szorzatta alakitva a

# + Dyty> + (- Dy +3t] =0

egyenlet adodik. Ha y = 0, akkor a szamok egyenl6k, az el6z6 megoldast kapjuk, egyébként ¢ # 0-val osztva az

1—¢t? 2t
y:— Ty+3 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az els6foku tag egylitthatoja igen megnyugtato: a tg 2a = %
—tg2a
azonossag szerint
1-t2 1—tg*% 2 2
N . =2 —93.

A masodfoku egyenlet bal oldala tehat y* — 2V/3y + 3 = (y — \/5)2, ahonnan y = v3 = tg~! % Ekkor x = % + nm,
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n € Z, a hdrom szam pedig tg 1— =2-3 tg (_Z) = —1éstg % = 2+ /3, amelyek ebben a sorrendben valoban

mértani sorozatot alkotnak, a hdnyados ¢ = (2 + \/_ )

A korabbiak szerint az eddigiek mellett az x = _§ + nm, n € Z alakt szamok is megoldasai a feladatnak, ekkor a
g E (12 + :E) (E — x) értékek adjak a fenti mértani sorozatot.

A feladat megoldéasai tehat az x = ¢- g +nm alakt szamok, ahol € a —1, 0, 1 értékek valamelyike, n pedig tetsz6leges
egész szam.

Megjegyzések. 1. Erdemes felfigyelni arra, hogy a feladat nem trivialis megoldasa a nyilvanvalé tg 15° - tg 75° = 1 =
tg? 45° azonossag atirata. A jobb oldal ugyanis tg?(—45°)-nek is irhat6, igy pedig az argumentumok a —45°, 15°, 75°
elrendezésben olyan szamtani sorozatot alkotnak, amelynek kozépsé tagja 15° (12) mig a megfelel§ tangens értékek
a tg15°, tg (—45°), tg 75° sorrendben alkotnak mértani sorozatot.

2. A megoldas soran minden tovabbi nélkiil hasznéltuk, hogy tg 15° pontos értéke 2 — v/3. Ez példaul a szokasos
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moédon igazolhato a kiilonbség tangensére vonatkoz6 azonossag és tg45° = 1, illetve tg30° = g ismert értékeinek
felhasznalasaval:
tg45° —tg30° 1-¥ 3_3 9-6\/3+3
- & _3oV3_ 9-6V3+3 g

tg15° = tg (45° — 30°) = N T _
& g ( ) [+1g45° 1830° 118 313 9-3




