Megoldas. Mivel a kozépvonalak parhuzamosak az eredeti haromszog megfelel§ oldalaival, az eredeti haromszog
oldalfelez6 merGlegesei a kozépvonalak altal alkotott hadromszéghben magassagvonalak. Vagyis az eredeti haromszog
koriilirhat6é korének koézéppontja éppen a kozépvonalak altal alkotott haromszog magassagpontja. Elegends tehét a
kovetkezé allitast belatnunk:

Egy hdromszog magassagpontjin dthalado egyenesnek a hdaromszdg oldalegyeneseire vett tikorképei egy ponton men-
nek dt.

Jeloljiik a haromszog csucsait A, B, C-vel, szogeit a szokdsos modon «, 3, y-val. Vélasszuk gy a jelolést, hogy
90° > a > S teljesiiljon. A magassagpontot jelolje M, az ezen athalado adott egyenest h, ennek az oldalakra vonatkozo
tiikkorkeépeit hg, hy és he, M-nek az oldalegyenesekre vonatkozo tiikkorképeit pedig M, My és M.. Mivel h 4&tmegy M-en,
azért h, atmegy M -en (x = a,b,c). Tudjuk tovabba (lasd pl. Geometriai feladatok gydjteménye I., 1079. feladat),
hogy az M, pontok rajta vannak az ABC haromszog koré irt k koron.

1. dbra

A tovabbiakban négy esetet kiilonboztetiink meg. Ha v = 90° (1. dbra), akkor h, és hy, egybeesik, az allitas
nyilvinvalé. Ha ~ hegyesszog, akkor a 2. dbrdn, ha pedig v tompaszog, akkor h helyzetétsl fliggben a 3. vagy a
4. dbrdn lathato lehetGségeket kell vizsgalnunk. Mindharom esetben igaz, hogy AC felezi az My AM, AB pedig felezi
az M. AM szoget. Ezért My AM < = 2a (mert MyAM.< =2 - M, AM<+2- MyAM < =2-CAB<). Ha a h. egyenest
elébb az AB, majd a képét az AC egyenesre tiikrozziik, akkor a h; egyenest kapjuk, hiszen az elsé tiikkrozésnél h.
képe h. Viszont a két tiikrozés egymasutanja megegyezik egy A koriili 2 - BAC< = 2« sz0g elforgatassal. Tehat h -t
hy-be egy 2« sz0gi elforgatas viszi. Ezért a két egyenes egymassal 2« (vagy 2a > 90° esetén 180° — 2a) szoget zar be.
Ha a két egyenes metszéspontjat P jeloli, akkor az egyes eseteknek megfelel6en azt kapjuk, hogy My PM.< = 180° — 2«
(2. dbra), illetve MyPM.<t = 2 (3. és 4. dbra). Tehat P minden esetben rajta van az My AM,. haromszog koré irt
koron. Ez a kor egyuttal az ABC haromszog koré irt kore is, azaz megegyezik k-val. Ugyanigy lathatjuk be, hogy h.
és h, metszéspontja — jeloljiikk @-val — is rajta van a k koron.



4. dbra

Ha P egybeesik M -vel, akkor h, megegyezik az M, M. egyenessel. A keriileti szogek tétele miatt M. M,B< =
M.CB< =90° — 3, ezért az AC oldallal hy is, és igy h is B szOget zar be (5., ill. 6. dbra). Tehat az AB oldallal h is,
és igy h is a — [ szdget zar be. Ezért h, az AB-re merSleges CM egyenessel 90° — (o — 3) szdget zar be. A keriileti

szogek tétele miatt
M.BC<x = M.BA< + ABC< = M.CA<+ 3 =90° — a+ 8,

ezért az A-t tartalmazo M.C ivhez tartozé keriileti szog megegyezik h. és M .C szogével, h. tehat M -ben érinti k-t.
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy @ is egybeesik M, -vel, tehat ebben az esetben igaz az allitasunk. Ugyanigy lathat6 be
az allitas abban az esetben is, ha azt tessziik fel, hogy @ esik egybe M, -vel.
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5. dbra
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6. dbra

Ha viszont se P, se @ nem esik egybe M -vel, akkor mindkettGjiiknek egybe kell esnie h. és k M.-t6l kilonbozs
metszéspontjaval, tehat allitasunk ekkor is igaz.

Eredeti allitasunknél tobbet is bizonyitottunk. Mivel azt is megmutattuk, hogy a h,, hy és h. egyenesek kozos
pontja mindig rajta van k-n, azért az eredeti feladatban szerepls tiikorképek kozos pontja rajta van a haromszog
kozépvonalai altal alkotott hdromszog koré irt kordn, ami nem més, mint az eredeti haromszog Feuerbach-kore.



